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(êÆa Aò, 2020c 11�)

�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©
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�©

5¿: 1. ¤k�KÑL�3dÁò��µ�m>,�3Ù§�þ�ÆÃ�.

2. �µ��>�Õ�K,�µ�	Ø�k6¶9�'IP.

3. X�K�xØ
,��3���¡,¿I²KÒ.

�! (�K 15©)� N(0, 0, 1)´¥¡ S : x2 + y2 +
�©

µ�<

z2 = 1��4:. A(a1, a2, 0), B(b1, b2, 0), C(c1, c2, 0)� xOy

²¡þØÓ�n:. �ë� N � A,B,C �n���g�

¥¡ S u: A1, B1� C1.

(1) ¦ë� N � Aü:����§.

(2) ¦: A1, B1� C1��I.

(3) �½: A(1,−1, 0), B(−1, 1, 0), C(1, 1, 0),¦o¡N NA1B1C1�NÈ.

))).

(1) L N,Aü:����§�

x

a1
=

y

a2
=
z − 1

−1
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

(2) dd�����ëê�§

x = a1t, y = a2t, z = 1− t,

�\¥¡�§��

(a1t)
2 + (a2t)

2 + (1− t)2 = 1.

1



dd)�

t =
2

a21 + a22 + 1
½ t = 0.

l� A1��I� ( 2a1
a21 + a22 + 1

,
2a2

a21 + a22 + 1
,
a21 + a22 − 1

a21 + a22 + 1

)
.

Ón��§A2��I�( 2b1
b21 + b22 + 1

,
2b2

b21 + b22 + 1
,
b21 + b22 − 1

b21 + b22 + 1

)
.

±9 A3��I� ( 2c1
c21 + c22 + 1

,
2c2

c21 + c22 + 1
,
c21 + c22 − 1

c21 + c22 + 1

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

£3¤� A(1,−1, 0), B(−1, 1, 0)±9 C(1, 1, 0)�½�,²O���

A1 =
(2
3
,−2

3
,
1

3

)
, B1 =

(
− 2

3
,
2

3
,
1

3

)
, C1 =

(2
3
,
2

3
,
1

3

)
.

¤±,|^�þ�·ÜÈ�±ro¡N NA1B1C1�NÈL«�

V =
1

6

∣∣(−−→NA1,
−−→
NB1,

−−→
NC1

)∣∣.
·ÜÈ

(−−→
NA1,

−−→
NB1,

−−→
NC1

)
L«¤Ý
�1�ª

(−−→
NA1,

−−→
NB1,

−−→
NC1

)
= det


2
3
−2

3
2
3

−2
3

2
3

2
3

−2
3
−2

3
−2

3

 =
32

27
.

u´��

V =
1

6
× 32

27
=

16

81
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� �!(�K 15©)¦4� lim
n→∞

lnn

ln(12020 + 22020 + · · ·+ n2020)
.

�©

µ�<

))). ·�k

lim
n→∞

1

n2021

(
12020 + 22020 + · · ·+ n2020

)
= lim

n→∞

1

n

(( 1
n

)2020
+
( 2
n

)2020
+ · · ·+

(n
n

)2020)
=

∫ 1

0

x2020 dx =
1

2021
.

½^ Stolzúª

lim
n→∞

1

n2021

(
12020 + 22020 + · · ·+ n2020

)
= lim

n→∞

n2020

n2021 − (n− 1)2021
=

1

2021
.

Ïd, ln
12020 + 22020 + · · ·+ n2020

n2021
k..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8© )

lim
n→∞

lnn

ln(12020 + 22020 + · · ·+ n2020)

= lim
n→∞

lnn

2021 lnn+ ln 12020+22020+···+n2020

n2021

=
1

2021
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15© )

3



n!£�K 15©¤� A,B þ� 2020���Ý
,
�©

µ�<

àg�5�§| Ax = Bx (x ∈ R2020)�)�m�ê� 3.

¯: Ý
 A,B ´Ä�U�q? y²\�(Ø.

))). A,B �½Ø�q.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

y²Xe.

- C = AB−1. du A,B þ���Ý
,� C �´��Ý
. C À�EÝ
´j

Ý
,��±Eé�z. =�3E�_Ý
 T ÚEé�Ý
 D,¦� T−1CT = D,

Ù¥ D�Ìé��þ���=� C �EA��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7©)

àg�5�§| Ax = Bx�)�m�ê� 3,K rank (A−B) = 2017. ?

rank (D − I) = rank
(
T−1(C − I)T

)
= rank (C − I)

= rank
(
(A−B)B−1

)
= rank (A−B) = 2017.

ùL²é�Ý
 D�Ìé��þTk 3���´ 1. = C knA�� 1. du

��Ý
�¢A��� 1½ −1,�¢êA���Ý¤éÑy,�kóê�.q

C �k 2020�A�� (Oê),� C kA�� −1,�ê�Ûê.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

C �1�ª´Ù¤kA�� (Oê)�È.5¿� C ��¢êA���Ý¤é

Ñy, §��¦È��ê. � detC < 0. AO/, det (AB−1) = detC 6= 1. =

detA 6= detB. l A,B Ø�q.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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��� o!£�K 20 ©¤¡�~��� n gõ�ª (Ü
�©

µ�<

¿Óa��) � n − 1 g� (�U� 0) �1��. ¦¤k

2020 gEXêÄ�õ�ª f(x), ÷vé f(x) �z�E�

xk, Ñ�3�~�EXêÄ�õ�ª gk(x) Ú hk(x), ¦�

f(x) = (x− xk)gk(x)hk(x),� gk(x)� hk(x)�1��Xê��.

))). w, f(x) = x2020÷vK¿.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

±ey²ù´��).� f(x)� 2020�E�� x1, x2, · · · , x2020. éz� k (1 6

k 6 2020), dK�^��� f(x) = (x − xk)gk(x)hk(x), Ù¥ gk(x), hk(x) ©O

� mk gÚ nk g�~�Ä�õ�ª, 1��Xêþ� ak. � gk(x) �¤kE�

� yk,1, yk,2, · · · , yk,mk
, hk(x) �¤kE�� zk,1, zk,2, · · · , zk,nk

. ù
�T�¤k

xj (j 6= k). d��½n,

ak = (−1)mk−1
(
yk,1 + yk,2 + · · ·+ yk,mk

)
= (−1)nk−1

(
zk,1 + zk,2 + · · ·+ zk,nk

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

éz� k,òþªU�� ∑
j 6=k

εkjxj = 0,

Ù¥ εkj = 1½ −1.

ù�,·���
'u x1, x2, · · · , x2020�àg�5�§|,ÙXêÝ
 A� 2020

��
, Ìé��þ��� 0. Ìé��	��� 1 ½ −1. - B � 2020 ��


, ÙÌé��þ��� 0, Ìé��	��� 1, KN´O�Ñ B �1�ª�

detB = −2019. d1�ª½Â, detA� detB �Ûó5�Ó,� detA 6= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18©)

lþãàg�5�§|�k"), = x1 = x2 = · · · = x2020 = 0. ùBy²


f(x) = x2020.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)

555: þ¡y² detA 6= 0��±Xe?1:

5



w,, detA ≡ detB (mod 2). du detB = −2019 ≡ 1 (mod 2). ¤±

detA ≡ 1 (mod 2). � detA 6= 0.

6
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��� Ê!£�K 15©¤� ϕ´ Rþî�üNO\�ë
�©

µ�<

Y¼ê, ψ´ ϕ��¼ê,¢ê� {xn}÷v

xn+2 = ψ
((

1− 1√
n

)
ϕ(xn) +

1√
n
ϕ(xn+1)

)
, n > 2.

y² {xn}Âñ½Þ~`² {xn}k�UuÑ.

yyy²²². ·�äó {xn}Âñ. y²Xe. P yn = ϕ(xn),K

yn+2 = (1− 1√
n
)yn +

1√
n
yn+1, n > 2.

-

an = min {yn, yn−1} , bn = max {yn, yn−1} n > 3.

K

an 6 yn+1 6 bn, n > 3.

?

an 6 an+1 6 bn+1 6 bn, n > 3.

¤± {an} , {bn}þüNk.,lÂñ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

AO, {yn}k.. du

yn+2 − yn+1 = −
(
1− 1√

n

)(
yn+1 − yn

)
, n > 2.

Ïd ∣∣yn+2 − yn+1

∣∣ 6 |y3 − y2| n∏
k=2

(
1− 1√

k

)
, n > 2.

d

∞∏
k=2

(
1− 1√

k

)
uÑ�",�� lim

n→∞

(
yn+1 − yn

)
= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

¤±

bn − an = |yn − yn−1| → 0, n→∞.

ù�, {an}� {bn}�4���,l {yn}Âñ.

��,d ψ�ëY5�� {xn}Âñ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15©)
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8!£�K 20 ©¤éuk.«m [a, b] �y©
�©

µ�<

P : a = x0 < x1 < · · · < xn+1 = b, Ù�ê½Â� ‖P‖ =

max
06k6n

(xk+1 − xk). y� [a, b] þ¼ê f ÷v Lipschitz ^

�, =�3~ê M > 0 ¦�é?Û x, y ∈ [a, b], ¤á

|f(x) − f(y)| 6 M |x − y|. ½Â s(f ;P ) ≡
n∑

k=0

√
|xk+1 − xk|2 + |f(xk+1)− f(xk)|2.e

lim
‖P‖→0+

s(f ;P )�3,K¡� y = f(x)�¦�. P Pn� [a, b]� 2n�©. y²:

(1) lim
n→∞

s(f ;Pn)�3. (2)� y = f(x)�¦�.

yyy²²².{{{ I. ·�k

0 6 s(f ;P ) 6
n∑

k=0

√
M2 + 1|xk+1 − xk| = (b− a)

√
M2 + 1.

Ïd, s(f ;P )k..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

(1) d²¡þ:Ú:ål�n�Ø�ª,á=k

s(f ;Pn) 6 s(f ;Pn+1), ∀n > 1.

Ïd, {s(f ;Pn)}üNO\,(Ük.5�ÙÂñ. �4�� L.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

��/,éuy© P,Q,^ P
⊕

QL«d P Ú Q�¤k©:�©:�y©,K

s(f ;P
⊕

Q) > s(f ;P ).

(2) éu?Û ε > 0,km > 1¦�

s(f ;Pm) > L− ε.

éuy© P ,^ P
⊕

PmL«d P Ú Pm�¤k©:�©:�y©,K

s(f ;P
⊕

Pm) > s(f ;Pm) > L− ε.

3 s(f ;P
⊕

Pm)�Úª¥,� s(f ;P )�Úª¥ØÓ��´�9 Pm �©:��,

oêØ�L 2m+1�,�A��«m�ÝØ�L ‖P
⊕

Pm‖ 6 ‖P‖. Ïd,ù
��

8
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ÚØ�L 2m+1

√
M2 + 1‖P‖. u´

s(f ;P ) > s(f ;P
⊕

Pm)− 2m+1
√
M2 + 1‖P‖ > L− ε− 2m+1

√
M2 + 1.

ù�

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L− ε.

?

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14©)

aq/,P K = lim
‖P‖→0+

s(f ;P ). éu?Û ε > 0,ky© Q¦�

s(f ;Q) > K − ε.

K

s(f ;Q
⊕

Pm) > s(f ;Q) > K − ε.

3 s(f ;Q
⊕

Pm) �Úª¥, � s(f ;Pm) �Úª¥ØÓ��´�9 Q �©:�

�, oêØ�L 2N �, Ù¥ N ´y© Q �©:ê. Ïd, ù
��ÚØ�L

2N
√
M2 + 1‖Pm‖. u´

s(f ;Pm) > s(f ;Q
⊕

Pm)− 2N
√
M2 + 1‖Pm‖ > K − ε− 2N

√
M2 + 1‖Pm‖.

ù�

L = lim
m→∞

s(f ;Pm) > K − ε.

? L > K.(Ü K > lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L��

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) = L.

= y = f(x)�¦�.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)

{{{ II.¯¢þ,5¿� (1)´ (2)�íØ,·��I��y² (2). äNy²Xe.

9



·�k

0 6 s(f ;P ) 6
n∑

k=0

√
M2 + 1|xk+1 − xk| = (b− a)

√
M2 + 1.

Ïd, s(f ;P )k..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

éuy© P,Q,^ P
⊕

QL«d P Ú Q�¤k©:�©:�y©,d²¡þ:

Ú:ål�n�Ø�ª,á=k

s(f ;P
⊕

Q) > s(f ;P ).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

�Äy©� {Qk}¦� lim
k→∞
‖Qk‖ = 0,�

lim
k→∞

s(f ;Qk) = L ≡ lim
‖P‖→0

s(f ;P ).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

éuz� k > 1,� Nk �y© Qk �©:ê.

s(f ;P
⊕

Pm) > s(f ;Pm) > L− ε.

3 s(f ;P
⊕

Qk)�Úª¥,� s(f ;P )�Úª¥ØÓ��´�9 Qk �©:��,oê

Ø�L 2Nk �,�A��«m�ÝØ�L ‖P
⊕

Qk‖ 6 ‖P‖. Ïd,ù
��ÚØ�L

2Nk

√
M2 + 1‖P‖. u´

s(f ;P ) > s(f ;P
⊕

Qk)− 2Nk

√
M2 + 1‖P‖ > s(f ;Qk)− 2Nk

√
M2 + 1‖P‖.

ù�

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > s(f ;Qk), ∀ k > 1.

?

lim
‖P‖→0+

s(f ;P ) > L = lim
‖P‖→0+

s(f ;P ).

¤± lim
‖P‖→0+

s(f ;P )�3. = y = f(x)�¦�. g,�k lim
n→∞

s(f ;Pn)�3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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