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线性方程组并行直接法

（基于 MPI）

《并行计算》

—— 选主元 LU 分解
—— 三角矩阵求解
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线性方程组求解

Linear algebra — in particular, the solution of linear systems of 

equations — lies at the heart of most calculations in scientific 

computing. — Dongarra & Eijkhout

J. J. Dongarra and V. Eijkhout, Numerical linear algebra algorithms and software, JCAM, 123 (2000), 489–514 

 线性方程组是许多重要问题的核心，有效地求解线性方程组在科学与工程计算中非常重要

 并行计算机的问世，使求解问题的速度和规模大幅提高，同时也使计算方法产生了变化

 软件包：Lapack，ScaLapack
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LU 分解

𝑷𝑷𝑷𝑷 = 𝑳𝑳𝑳𝑳
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数据存储方式

 LU 分解的主要计算量是更新矩阵 A。

 根据算法计算过程可知，如果是按列（或按行）连续分块存储在各个结点，则会出

现越往后计算越多结点空闲的情况，因此建议采用卷帘方式存储。

... ... 
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数据存储方式

 可以采用一维划分，也可以采用二维划分。在实际应用中，通常采用二维划分，即

在两个方向上都进行循环划分，然后存储到按二维排列的结点上。

► 为简单起见，这里介绍一维列循环划分的并行算法

A00 A01 A02

A10 A11 A12

A20 A21 A22

A0 A1 A2
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串行算法
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并行算法

计算过程

►每次选主元时，只涉及到同一列，因此没有数据通信

►确定主元后，计算 L 的第 k 列

►将 l（主元所在的行）和 L 的第 k 列传给其他结点

►各处理器（进程）更新自己的数据
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并行算法
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三角方程并行求解

—— 以 𝑳𝑳𝑳𝑳 = 𝒃𝒃为例
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三角方程组
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列扫描算法
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并行算法

 基于列扫描的共享内存并行算法

► 串行计算 𝑥𝑥0，然后所有线程并行更新 𝑏𝑏𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝑙𝑙𝑖𝑖0𝑥𝑥0, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛 − 1

► 串行计算 𝑥𝑥1，然后所有线程并行更新 𝑏𝑏𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝑙𝑙𝑖𝑖1𝑥𝑥1, 𝑖𝑖 = 2,3, … ,𝑛𝑛 − 1

► 串行计算 𝑥𝑥2，然后所有线程并行更新 𝑏𝑏𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑖𝑖 − 𝑙𝑙𝑖𝑖2𝑥𝑥2, 𝑖𝑖 = 3,4, … ,𝑛𝑛 − 1

► ... ...

► 若数据按行存放，则可以采用上面的计算方案

► 若数据按列存在，则需要修改计算方案，改为采用流水线技术

 基于列扫描的分布式内存并行算法
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流水线计算方法

 矩阵 A 按列采用卷帘方式存储在各个处理器（进程）中

 进程间每次传递的是部分修正后的右端项，而不是新求出的解，

通过叠加的方式计算下次的解

几点说明
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并行算法
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以 p=3 为例

 带波浪号表示本地数据
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