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SVD不仅是矩阵计算中的重要工具之一,也是图像处理、压缩感知、机器学习、数据科
学等领域的重要技术.



3-4-1 奇异值与奇异值分解

定理 设 A ∈ Cm×n (m ≥ n), 则存在酉矩阵 U ∈ Cm×m 和 V ∈ Cn×n 使得

U∗AV =

[
Σ

0

]
或 A = U

[
Σ

0

]
V ∗, (3.1)

其中 Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Rn×n, 且

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0.

分解 (3.1) 称为 A 的奇异值分解 (SVD ), 而 σ1, σ2, . . . , σn 则称为 A 的奇异值.
(板书)

�
如果 A ∈ Rm×n是实矩阵,则 U , V 也都可以是实矩阵.
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奇异值与特征值

A = U

[
Σ

0

]
V ∗ =⇒ A∗A = V Σ∗ΣV ∗, AA∗ = U

[
ΣΣ∗ 0

0 0

]
U∗

A的奇异值就是 A∗A的特征值的平方根.

若 rank(A) = r ≤ n,则有

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σn = 0.

特别地,如果 rank(A) = n,则奇异值都是正的,此时对角矩阵 Σ非奇异.
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奇异向量

A = U

[
Σ

0

]
V ∗ =⇒ AV = U

[
Σ

0

]
, A∗U =

[
Σ, 0

]
V

Avi = σiui, i = 1, 2, . . . , n,

A∗ui = σivi, i = 1, 2, . . . , n,

A∗ui = 0, i = n+ 1, n+ 2, . . . ,m.

矩阵 U = [u1, u2, . . . , um]的列向量称为 A的左奇异向量

矩阵 V = [v1, v2, . . . , vn]的列向量称为 A的右奇异向量
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降阶 SVD

A =
[
u1, . . . , um

] [ Σ

0

] [
v1, . . . , vn

]∗
= σ1u1v

∗
1 + σ2u2v

∗
2 + · · ·+ σnunv

∗
n =

n∑
i=1

σiuiv
∗
i

记 Un = [u1, u2, . . . , un] ∈ Cm×n,则 Un是单位列正交矩阵 (即 U∗
nUn = In×n),且

A = UnΣV
∗ (3.2)

这就是细 SVD (thin SVD )或降阶 SVD (reduced SVD ).

- 有的文献将 (3.2)称为奇异值分解.
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截断 SVD

设 k < n,我们称

Ak = σ1u1v
∗
1 + σ2u2v

∗
2 + · · ·+ σkukv

∗
k =

k∑
i=1

σiuiv
∗
i

为 A的截断 SVD (truncated SVD )

如果 rank(A) = r < n,则 σi = 0, i = r + 1, . . . , n,此时

A = Ar =
r∑

i=1

σiuiv
∗
i .
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奇异值的应用

 计算矩阵范数和条件数
 计算矩阵的数值秩 (numerical rank)
 求解最小二乘问题
 矩阵和张量的低秩分解
 图像处理,压缩感知,主成分分析,数据分析, ...
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3-4-2 奇异值的性质

定理 设 A = U

[
Σ

0

]
V ∗ 是 A ∈ Cm×n (m ≥ n) 的奇异值分解, 则下面结论成立:

(1) A∗A 的特征值是 σ2
i , 对应的特征向量是 vi, i = 1, 2, . . . , n;

(2) AA∗ 的特征值是 σ2
i 和 m− n 个零, 对应的特征向量是 ui, i = 1, 2, . . . ,m;

(3) ∥A∥2 = σ1 , ∥A∥F =
√

σ2
1 + σ2

2 + · · ·+ σ2
n ;

(4) 若 rank(A) = r ≤ n, 则
Ran(A) = span{u1, u2, . . . , ur}, Ker(A) = span{vr+1, vr+2, . . . , vn};

(5) (酉不变性) 设 X ∈ Cm×m 和 Y ∈ Cn×n 是酉矩阵, 则 σi(X
∗AY ) = σi(A) .

(留作练习)
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奇异值基本性质 (续)

定理 设 A = UΣV ∗ 是 A ∈ Cn×n 的奇异值分解, 则下面结论成立:

(1) | det(A)| = σ1σ2 · · ·σn;

(2) 若 A 非奇异, 则 ∥A−1∥2 = σ−1
n , κ2(A) = σ1/σn ;

(留作练习)
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SVD的重要应用: 低秩逼近

定理 设 A = UnΣV
∗ 是 A ∈ Cm×n 的降阶 SVD. 令 Ak =

k∑
i=1

σiuiv
∗
i , 则 Ak 是

min
B∈Cm×n, rank(B)=k

∥A−B∥2 (3.3)

的一个解, 且

∥A−Ak∥2 = σk+1.

此时, 我们称 Ak 是 A 的一个秩-k 逼近. (板书)

- 定理中的 (3.3)式也可以改写为

min
B∈Cm×n, rank(B)≤k

∥A−B∥2 (3.4)
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