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1 线性空间与内积空间

 数域,如: Q, R, C

 线性空间,如: Rn, Cn, Rn×n, Rm×m, Rm×n, C[a, b]

 线性相关与线性无关,秩,基,维数

 子空间: 判别,和,维数公式

 张成子空间: span{x1, x2, . . . , xk}, span(A)

 像空间 (值域,列空间) Ran(A),零空间 (核) Ker(A),

行空间 Ran(A⊺
),左零空间 Ker(A⊺

)

为了描述方便,线性空间中的元素通常称为向量.
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直和

设 S1, S2是子空间,若 S1 + S2中的任一元素都可唯一表示成

x = x1 + x2, x1 ∈ S1, x2 ∈ S2,

则称 S1 + S2为直和,记为 S1 ⊕ S2.

说明

本讲义只考虑有限维线性空间.
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直和的判别与重要性质

定理 (判别定理) 设 S1, S2是线性空间 S的两个子空间,则下面的论述等价:

(1) S1 + S2是直和;

(2) S1 + S2中的零元素表示方法唯一;

(3) S1 ∩ S2 = {0};

(4) dim(S1) + dim(S2) = dim(S1 + S2);

定理 (重要性质) 设 S1是线性空间 S的一个子空间,则存在 S的另一个子空间 S2,使得

S = S1 ⊕ S2.
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内积空间

内积与内积空间的定义与基本性质 (见讲义或线性代数教材)

例 常用内积:

- Rn/Cn : (x, y) = y
⊺
x / (x, y) = y∗x (标准内积,点积)

- Rm×n : (A,B) = tr(B⊺
A)

- C[a, b] : (f, g) =

ˆ b

a
f(x)g(x) dx

以上是常用内积,但并不是唯一内积.
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正交与正交补

正交: 向量与向量,向量与子空间,子空间与子空间 (见讲义或线代教材)

定理 设 S1, S2是内积空间 S的两个子空间,如果 S1⊥S2,则 S1 + S2是直和.

(留作课外自习)
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例 (正交基) 设 x1, x2, . . . , xn ∈ Rn. 若 x1, x2, . . . , xn 线性无关, 则 {x1, x2, . . . , xn}构成

Rn的一组基. 进一步,如果 x1, x2, . . . , xn相互正交,即

(xi, xj) = x
⊺
j xi = 0, i, j = 1, 2, . . . , n,

则称它们是一组正交基. 如果还满足

(xi, xi) = x
⊺
i xi = 1, i = 1, 2, . . . , n,

则称它们是一组标准正交基或规范正交基.

特别地,记 ei为单位矩阵的第 i列,则 {e1, e2, . . . , en}构成 Rn的一组标准正交基,这组基

通常称为自然基.

任何一组基都可以通过 Gram-Schmidt正交化过程构造标准正交基.
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正交补

定义 (正交补) 设 S1是内积空间 S的一个子空间,则 S1的正交补定义为

S⊥1 ≜
{
x ∈ S : x⊥S1

}
,

即 S中所有与 S1正交的元素组成的集合.

可以证明 S⊥1 也是子空间,且

定理 设 S1是内积空间 S的一个有限维子空间,则 S⊥1 存在唯一,且

S = S1 ⊕ S⊥1 .
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2 矩阵与投影

矩阵的秩、特征值、特征向量

▶ 矩阵的秩

▶ 特征多项式,特征值,特征向量,左特征向量,特征对

▶ 代数重数和几何重数,特征空间

▶ 零化多项式,最小多项式

▶ 可对角化,特征值分解/谱分解,可对角化的充要条件

为了讨论方便,本节仅考虑实数情形,对于复数情形,结论类似.
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一些基本性质

定理 设 A,B ∈ Rm×n,则

• rank(A) ≤ min{m,n} ;

• rank(A⊺
) = rank(A) ;

• rank(A⊺
A) = rank(AA⊺

) = rank(A) ;

• rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B);

• 对任意非奇异矩阵 P ∈ Rm×m和 Q ∈ Rn×n,有

rank(PA) = rank(AQ) = rank(PAQ) = rank(A).
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矩阵秩分解

定理 设 rank(A) = ℓ,则存在非奇异矩阵 P ∈ Rm×m和 Q ∈ Rn×n使得

A = P

Iℓ 0

0 0

Q.

进一步, rank(A) = rank(B) 当且仅当存在非奇异矩阵 P ∈ Rm×m 和 Q ∈ Rn×n 使得

A = PBQ.

推论 (满秩分解) 设 rank(A) = ℓ,则存在非奇异矩阵 F ∈ Rm×ℓ和 G ∈ Rℓ×n使得

A = FG.
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秩的更多性质

定理 设 A ∈ Rm×k, B ∈ Rk×n,则

rank(A) + rank(B)− k ≤ rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.

推论 设 A ∈ Rm×k, B ∈ Rk×m, k ≤ m. 若 A和 B 都是满秩矩阵,则

rank(AB) = rank(BA) = rank(A) = rank(B) = k.
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张成的线性空间

设 x1, x2, . . . , xk ∈ Rn,记

span{x1, x2, . . . , xk} ≜
{
α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk : α1, α2, . . . , αk ∈ R

}
,

为由 x1, x2, . . . , xk 张成的线性空间

A ∈ Rm×n相关的四个子空间

 像空间,列空间,值域: Ran(A) = span{A}

 零空间,核: Ker(A) ≜
{
x ∈ Rn : Ax = 0

}
 行空间: Ran(A⊺

) = span{A⊺}

 左零空间: Ker(A⊺
)
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定理 设 A ∈ Rm×n,则有

 dim(Ran(A)) = dim(Ran(A⊺
)) = rank(A);

 dim(Ker(A)) + dim(Ran(A⊺
)) = n;

 Ran(A⊺
A) = Ran(A⊺

), Ker(A⊺
A) = Ker(A).

例 设 A ∈ Rm×n,则

Ran(A)⊥ = Ker(A⊺
).

(留作课外自习,证明见讲义)

例 设 A ∈ Rm×n,则由上例可知

Ker(A)⊕ Ran(A⊺
) = Rn, Ker(A⊺

)⊕ Ran(A) = Rm.
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特征值与特征向量

特征值相关性质: A ∈ Rn×n

▶ λ1λ2 · · ·λn = det(A)

▶ λ1 + λ2 + · · ·+ λn = tr(A) (矩阵的迹: tr(A) ≜ a11 + a22 + · · ·+ ann)

▶ 矩阵的谱: σ(A) ≜ { λ1, λ2, . . . , λn }

▶ 谱分解/特征值分解 (可对角化): X−1AX = Λ 或 A = XΛX−1

▶ 矩阵的谱半径: ρ(A) ≜ maxλ∈σ(A) |λ|

定理 矩阵的特征值关于矩阵元素是连续的.
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思考:

 设 A ∈ Rn×n,则 A
⊺ 与 A的特征值和特征向量是什么关系?

 A−1 与 A的特征值和特征向量是什么关系?

 设 p(t)是多项式或有理函数,则 p(A)与 A的特征值和特征向量是什么关系?
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特征值估计: Bendixson定理

定理 设 A ∈ Cn×n, H 和 S 分别为 A的 Hermite部分和 Skew-Hermite部分:

H ≜ 1

2
(A+A∗), S ≜ 1

2
(A−A∗),

则

λmin(H) ≤ Re(λ(A)) ≤ λmax(H),

λmin(−iS) ≤ Im(λ(A)) ≤ λmax(−iS).

其中 Re(·)和 Im(·)分别表示实部和虚部, i 是虚部单位. 即: 特征值的实部的取值范围由

其Hermite部分确定,而虚部则由其 Skew-Hermite部分确定.
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特征值估计: Gerschgorin圆盘

设 A = [aij ] ∈ Cn×n,则 A的 Gerschgorin圆盘 (盖尔圆盘)定义为

Di ≜

z ∈ C : |z − aii| ≤
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |

 , i = 1, 2, . . . , n.

定理 (Gerschgorin圆盘定理) 设A ∈ Cn×n,则A的所有特征值都包含在A的Gerschgorin

圆盘的并集中,即 σ(A) ⊂
n⋃

i=1
Di. (留作课外自习,证明见讲义)

定理 如果
n⋃

i=1
Di 可分解成两个不相交的子集 S和 T,其中 S由 k个圆盘组成,而 T由其

它 n− k个圆盘组成,则 S恰好包含 A的 k个特征值,而 T则包含其它 n− k个特征值.
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不变子空间

设 A ∈ Rn×n,子空间 S ⊆ Rn. 若 AS ⊆ S,即对任意 x ∈ S,都有 Ax ∈ S,则称 S为 A的一

个 不变子空间 .

一类特殊的不变子空间

设 x1, x2, . . . , xm是A的一组线性无关的特征向量,则 span{x1, x2, . . . , xm}是A的一个

m维不变子空间.
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不变子空间的重要性质

定理 设 A ∈ Rn×n, X ∈ Rn×k 且 rank(X) = k,则 span(X)是 A的不变子空间的充要条

件是存在一个矩阵 B ∈ Rk×k 使得

AX = XB,

此时, B 的特征值都是 A的特征值. (板书)

推论 设 A ∈ Rn×n, X ∈ Rn×k 且 rank(X) = k. 若存在 B ∈ Rk×k 使得 AX = XB, 则

(λ, v)是 B 的特征对当且仅当 (λ,Xv)是 A的特征对.

(留作课外自习)
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投影变换

设 S = S1 ⊕ S2,则 S中的任意向量 x都可唯一表示为

x = x1 + x2, x1 ∈ S1, x2 ∈ S2.

我们称 x1为 x 沿 S2到 S1上的投影 ,记为 x|S1 .

由于 S1的补空间不唯一,因此在讨论投影时要明确给定 S2.

例 设 S1 = span{e1}, S2 = span{e2}, S̃2 = span{e}, 其中 e1 = [1, 0]
⊺, e2 = [0, 1]

⊺, e =

[1, 1]
⊺. 于是有

R2 = S1 ⊕ S2 = S1 ⊕ S̃2.

x = [2, 3]
⊺沿 S2到 S1上的投影是 [2, 0]

⊺,沿 S̃2到 S1上的投影是 [−1, 0]
⊺.
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投影变换与投影矩阵

定义线性变换 P : S → S如下:

Px = x|S1 ,

则称 P 是从 S沿 S2到 S1上的 投影变换 或 投影算子

对应的变换矩阵称为 投影矩阵

几点注记

▶ 线性变换在不同的基下对应不同的变换矩阵. 在不加特别指出时, 本讲义中如果线

性空间是 Rn或 Rn×n,我们采用自然基.

▶ 为书写方便,我们使用 P 既表示投影变换也表示其对应的投影矩阵.
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投影矩阵由其像空间和零空间唯一确定

设 P 是从 S沿 S2到 S1上的投影变换,则容易验证

Ran(P ) = S1, Ker(P ) = S2 =⇒ Rn = Ran(P )⊕ Ker(P )

注: 对于一般矩阵有 Rn = Ran(A)⊕ Ker(A⊺
)

定理 若 S1和 S2是 Rn的两个子空间,且 Rn = S1 ⊕ S2,则存在唯一的投影矩阵 P ,使得

Ran(P ) = S1, Ker(P ) = S2.

若 S1 = Rn,则 S2 = {0},所对应的投影矩阵即为单位矩阵 I .

若 S1 = {0},则 S2 = Rn,此时所对应的投影矩阵即为零矩阵.
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投影矩阵的一个简单性质

引理 设 P ∈ Rn×n是一个投影矩阵,则

(1) I − P 也是一个投影矩阵,且 Ker(P ) = Ran(I − P );

(2) P
⊺也是一个投影矩阵.

投影矩阵的判别

定理 矩阵 P ∈ Rn×n是投影矩阵的充要条件是 P 2 = P .

(留作课外自习,证明见讲义)
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投影变换的矩阵表示

设 S1和 S2是 Rn的两个m维子空间,且 Rn = S1 ⊕ S⊥2 ,则存在唯一的投影变换 P ,使得

Ran(P ) = S1, Ker(P ) = S⊥2 .

此时,我们称 P 是 S1上与 S2正交的投影矩阵.

定理 设 P ∈ Rn×n 是 S1 上与 S2 正交的投影变换, v1, v2, . . . , vm 和 w1, w2, . . . , wm 分别

构成 S1和 S2的一组基,则

P = V (W
⊺
V )−1W

⊺
,

其中 V = [v1, v2, . . . , vm], W = [w1, w2, . . . , wm]. (留作练习)
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正交投影变换

设 S1是内积空间 S的一个子空间, x ∈ S,则 x可唯一分解成

x = x1 + x2, x1 ∈ S1, x2 ∈ S⊥1 ,

其中 x1称为 x 在 S1上的正交投影 .

▶ 若 P 是沿 S⊥1 到 S1 上的投影变换, 则称 P 为 S1上的正交投影变换 , 对应的矩阵

为 正交投影矩阵 ,记为 PS1

▶ 非正交投影变换称为 斜投影变换
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正交投影变换的矩阵表示

设 P 是 S1上的正交投影变换,则

P = V V
⊺
,

其中 V = [v1, v2, . . . , vm]的列向量组构成 S1的一组标准正交基.

正交投影的判别

定理 投影矩阵 P ∈ Rn×n是正交投影矩阵的充要条件 P
⊺
= P .

(留作练习)
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3 向量范数与矩阵范数

向量范数

定义 (向量范数) 若函数 f : Rn → R (或 f : Cn → R)满足

(1) f(x) ≥ 0, ∀ x ∈ Rn (或 Cn),等号当且仅当 x = 0时成立;

(2) f(αx) = |α| · f(x), ∀ x ∈ Rn (或 Cn), α ∈ R (或 C);

(3) f(x+ y) ≤ f(x) + f(y), ∀ x, y ∈ Rn (或 Cn);

则称 f(x)为 Rn (或 Cn)上的范数,通常记作 ∥x∥.

如果 f 只满足 f(x) ≥ 0,以及 (2)和 (3),则称为半范数.
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Rn和 Cn上常见的向量范数

▶ 1-范数: ∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|;

▶ 2-范数: ∥x∥2 =
√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2;

▶ ∞-范数: ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|;

▶ p-范数: ∥x∥p =
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, p ≥ 1.
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例 (p-范数举例)
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p-范数也称为 Hölder范数或 ℓp 范数.
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范数的连续性

定理 设 ∥ · ∥是 Rn (或 Cn)上的一个向量范数,则 f(x) ≜ ∥x∥是 Rn (或 Cn)上的连续函

数.

(留作课外自习,利用范数的三角不等式)
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范数的等价性

定义 设 ∥ · ∥α与 ∥ · ∥β 是 Rn (或 Cn)上向量范数,若存在正常数 c1, c2,使得

c1∥x∥α ≤ ∥x∥β ≤ c2∥x∥α

对任意 x ∈ Rn (或 Cn)都成立,则称 ∥ · ∥α与 ∥ · ∥β 是等价的.
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定理 Rn (或 Cn)上的所有向量范数都是等价的,特别地,有

∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤
√
n ∥x∥2, ∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ n ∥x∥∞, ∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤

√
n ∥x∥∞

(板书,以 Rn为例,只证明等价性,三个不等式留作练习)

事实上,有限维赋范线性空间上的所有范数都是等价的.

事实上,我们有

∥x∥p ≥ ∥x∥q, ∀ 1 ≤ p ≤ q.

(留作课外自习,证明见讲义)
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定理 (Cauchy-Schwarz不等式) 设 (·, ·) 是 Cn (或 Rn) 上的内积, 则对任意 x, y ∈ Cn (或

Rn),有

|(x, y)|2 ≤ (x, x) · (y, y)

且等号成立的充要条件是 x与 y线性相关.

(板书)

中学数学中的 Cauchy不等式

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 ≤

(
a21 + a22 + · · ·+ a2n

) (
b21 + b22 + · · ·+ b2n

)
,

是 Cauchy-Schwarz不等式的特例.
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更一般地,我们有下面的 Holder不等式.

定理 (Holder不等式) 设 (·, ·)是 Cn (或 Rn)上的内积,则对任意 x, y ∈ Cn (或 Rn),有

|(x, y)| ≤ ∥x∥p · ∥y∥q,

其中 p, q > 0,且
1

p
+

1

q
= 1.

(留作课外自习)
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内积导出范数

设 S是内积空间,对任意 x ∈ S,定义

∥x∥ ≜ (x, x)
1
2 ,

则可以验证, ∥x∥是 S上的范数. 这就是 由内积导出的范数

任意一个内积都可以导出一个相应的范数.

例 Rn/Cn上由标准内积导出的范数为 ∥x∥ = (x, x)
1
2 =

(
n∑

i=1

x2i

) 1
2

.
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矩阵范数

定义 若函数 f : Rm×n → R (或 f : Cm×n → R)满足

(1) f(A) ≥ 0, ∀ A ∈ Rm×n (或 Cm×n)且等号当且仅当 A = 0时成立;

(2) f(αA) = |α| f(A), ∀ A ∈ Rm×n (或 Cm×n), α ∈ R (或 C);

(3) f(A+B) ≤ f(A) + f(B), ∀A,B ∈ Rm×n (或 Cm×n);

则称 f(X)为 Rm×n (或 Cm×n)上的矩阵范数,通常记作 ∥X∥.

设 f 是 Rn×n (或 Cn×n)上的矩阵范数,如果 f 还满足

(4) f(AB) ≤ f(A)f(B), ∀ A,B ∈ Rn×n (或 Cn×n),

则称 f 是 相容的矩阵范数 (本讲义中所涉及的矩阵范数都是指相容的矩阵范数)
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算子范数

引理 设 ∥ · ∥是 Rn (或 Cn)上的向量范数,则

∥A∥ ≜ sup
x∈Rn, x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= max
∥x∥=1

∥Ax∥

是 Rn×n (或 Cn×n)上的矩阵范数,称为算子范数,有时也称为诱导范数或导出范数.

(板书)

相应地,可以定义 Rm×n (或 Cm×n)上的算子范数,此时涉及 Rm和 Rn (或 Cm和 Cn)上的向

量范数.
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例 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),常见的矩阵范数有:

 p-范数 (算子范数)

∥A∥p = sup
x ̸=0

∥Ax∥p
∥x∥p

, p ≥ 1.

 Frobenius范数,简称 F -范数

∥A∥F =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 ;
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引理 可以证明:

(1) 矩阵 1-范数 (列范数): ∥A∥1 = max
1≤j≤n

(
n∑

i=1

|aij |

)
;

(2) 矩阵∞-范数 (行范数): ∥A∥∞ = max
1≤i≤n

 n∑
j=1

|aij |

 ;

(3) 矩阵 2-范数: ∥A∥2 =
√
ρ(A∗A);

(4) 矩阵 F -范数: ∥A∥F =
√

tr(A∗A)

(板书,以∞-范数和 2-范数为例, 1-范数和 F -范数留作练习)
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定理 (矩阵范数的等价性) Rn×n (或 Cn×n)上的所有范数都是等价的,特别地,有

1√
n
∥A∥1 ≤ ∥A∥2 ≤

√
n ∥A∥1,

1√
n
∥A∥∞ ≤ ∥A∥2 ≤

√
n ∥A∥∞.

(留作练习)
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矩阵范数的更多性质

(1) 对任意矩阵范数 ∥ · ∥,有 ∥Ak∥ ≤ ∥A∥k ;

(2) 对任意算子范数 ∥ · ∥,有 ∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥, ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥;

(3) ∥Ax∥2 ≤ ∥A∥F · ∥x∥2, ∥AB∥F ≤ ∥A∥F · ∥B∥F ;

(4) F -范数不是算子范数;

(5) ∥ · ∥2和 ∥ · ∥F 是酉不变范数,即对任意酉矩阵 (或正交矩阵) U , V ,有

∥UA∥2 = ∥AV ∥2 = ∥UAV ∥2 = ∥A∥2 ,

∥UA∥F = ∥AV ∥F = ∥UAV ∥F = ∥A∥F

(6) ∥A∗∥2 = ∥A∥2, ∥A∗∥1 = ∥A∥∞ ;

(7) 若 A是正规矩阵,则 ∥A∥2 = ρ(A). (留作课外自习)
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其他范数

在数据处理和机器学习等学科中经常会用到下面的范数:
 向量 ℓ0 范数

∥x∥0 ≜ x中非零元素的个数, x ∈ Rn (或 Cn).

需要指出的是,上式定义的 ℓ0 范数并不满足向量范数定义中的条件 (2). 该范数主要用于

衡量向量的稀疏性,是压缩感知和稀疏优化中的研究对象.

 矩阵核范数

∥A∥∗ ≜
∑

σi, 其中 σi 为 A的所有奇异值, A ∈ Rm×n (或 Cm×n).

(矩阵奇异值将在第三讲中介绍)根据奇异值的性质,核范数也可以定义为

∥A∥∗ ≜ tr
(√

A⊺A
)
.
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矩阵直和

设 Ai ∈ Rni×ni (或 Cni×ni), i = 1, 2, . . . , k,定义 直和

k⊕
i=1

Ai = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕ Ak ≜


A1

A2

. . .

Ak

 ,

即以 Ai为对角块的块对角矩阵. 可以验证∥∥∥∥∥
k⊕

i=1

Ai

∥∥∥∥∥
p

= max
1≤i≤k

∥Ai∥p, p = 1, 2,∞.
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谱半径与范数

定理 (谱半径与范数的关系) 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),则

(1) 对任意算子范数,有 ρ(A) ≤ ∥A∥;

(2) 反之,对任意 ε > 0,都存在一个算子范数 ∥ · ∥ε,使得 ∥A∥ε ≤ ρ(A) + ε,其中范数 ∥ · ∥ε
依赖于 A和 ε. 所以,若 ρ(A) < 1,则存在算子范数 ∥ · ∥ε,使得 ∥A∥ε < 1;

(板书)

事实上,定理 3.8中的结论 (1)对任意矩阵范数都成立,留作练习.
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推论 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),则 ∥A∥22 ≤ ∥A∥1 ∥A∥∞,且

max
1≤i,j≤n

{|aij |} ≤ ∥A∥2 ≤ n max
1≤i,j≤n

{|aij |}.

(留作练习,利用矩阵特征值与迹的关系)
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最佳逼近与正交投影

正交投影变换的一个常用性质

定理 设 P ∈ Rn×n (或 Cn×n)是正交投影矩阵,则 ∥P∥2 = 1,且对 ∀x ∈ Rn (或 Cn),有

∥x∥22 = ∥Px∥22 + ∥(I − P )x∥22.
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用正交投影表示最佳逼近问题的解

定理 设 S是 Rn (或 Cn)的子空间, z ∈ Rn (或 Cn)是一个给定的向量,则最佳逼近问题

min
x∈S

∥x− z∥2

的唯一解为

x∗ = PSz.

即 S中距离 z最近 (在 2-范数意义下)的向量是 z在 S中的正交投影.

(留作练习)
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上述定理中的 2-范数可以推广到一般的能量范数.

推论 设 A ∈ Rn×n (或 Cn×n)对称正定 (或Hermite正定), S是 Rn (或 Cn)的子空间,给定

z ∈ Rn (或 Cn),则 x∗是最佳逼近问题

min
x∈S

∥x− z∥A

的解的充要条件是

x∗ ∈ S 且 A(x∗ − z) ⊥ S.

此处能量范数 ∥ · ∥A的定义为: ∥x− z∥A ≜
√

(x− z)∗A(x− z).

(留作练习)
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4 矩阵标准型

计算矩阵特征值的一个基本思想

通过相似变换,将其转化成一个形式尽可能简单的矩阵,使得其特征值更易于计算.

两个非常有用的特殊矩阵是 Jordan标准型和 Schur标准型
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Jordan标准型

定理 设 A ∈ Cn×n有 p个不同特征值,则存在非奇异矩阵 X ∈ Cn×n,使得

X−1AX =

J1 J2 . . .
Jp

 ≜ J, (Jordan标准型)

其中 Ji的维数等于 λi的代数重数,且具有下面的结构

Ji =


J
(1)
i

J
(2)
i . . .

J
(νi)
i

 , J
(k)
i =


λi 1

. . . . . .
λi 1

λi

 .

这里的 νi为 λi的几何重数, J (k)
i 称为 (对应于 λi的) Jordan块.
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另一种描述

设 A ∈ Cn×n,则存在非奇异矩阵 X ∈ Cn×n 使得

X−1AX =


J1

J2
. . .

Jℓ

 ,

其中

Jk =


λk 1

. . . . . .
λk 1

λk


nk×nk

, nk ≥ 1, k = 1, 2, . . . , ℓ, 且
ℓ∑

k=1

nk = n.

矩阵 Jk 就称为 Jordan块, λ1, λ2, . . . , λℓ 是 A的特征值 (不要求互异).
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Jordan标准型的基本性质

▶ 除了 Jordan块的排列次序外, Jordan标准型是唯一确定的.

▶ Jordan块的个数等于 A的线性无关的特征向量的个数;

▶ A可对角化的充要条件是每个 Jordan块都是 1× 1的,此时 X 的列向量就是 A的特

征向量.

▶ 可以证明,对于每一个 Jordan块 J
(k)
i ,都存在一个列满秩矩阵 X

(k)
i 使得

AX
(k)
i = X

(k)
i J

(k)
i .

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 53/82



Jordan标准型的应用

推论 所有可对角化矩阵组成的集合在所有矩阵组成的集合中是稠密的,即任何一个矩阵

都可以通过可对角化矩阵来逼近.

Jordan标准型的另一个重要应用是可以用来计算矩阵的最小多项式.

定理 设 λ1, λ2, . . . , λp为 A ∈ Cn×n的互不相等的特征值,则 A的最小多项式为

p(λ) =

q∏
i=1

(λ− λi)
ri ,

其中 ri是与 λi所对应的最大 Jordan块的维数.
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Schur分解

定理 设 A ∈ Cn×n (或 Rn×n),则存在酉矩阵 U ∈ Cn×n使得

U∗AU =


λ1 r12 · · · r1n

0 λ2 · · · r2n
...

. . .
...

0 · · · 0 λn

 ≜ R 或 A = URU∗,

其中 λ1, λ2, . . . , λn是 A的特征值 (可以按任意顺序排列). (板书)
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关于 Schur分解的几点说明

▶ 该结论告诉我们,任意一个矩阵都可以酉三角化.

▶ 三角矩阵可以说是一般矩阵在酉相似变化下的最简形式.

▶ 定理中的 U 和 R不是唯一的.

▶ R的对角线元素可以按任意顺序排列,特别地,可以按模从大到小排列.

推论 设 A ∈ Cn×n,则

(1) A是正规矩阵当且仅当 R是对角矩阵,

即 A可酉对角化当且仅当 A是正规矩阵;

(2) A是 Hermite矩阵当且仅当 R是实对角矩阵.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 56/82



实 Schur分解 (或拟 Schur分解)

定理 设 A ∈ Rn×n,则存在正交矩阵 Q ∈ Rn×n,使得

Q
⊺
AQ = T,

其中 T ∈ Rn×n是拟上三角矩阵,即 T 是块上三角的,且对角块为 1× 1或 2× 2的块矩阵.

若对角块是 1× 1的,则其就是 A的一个特征值,若对角块是 2× 2的,则其特征值是 A的

一对共轭复特征值.

(板书)
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5 几类特殊矩阵

对称正定矩阵

设 A ∈ Cn×n.
▶ 若对所有向量 x ∈ Cn有 Re(x∗Ax) ≥ 0,则称 A是半正定的;

▶ 若对所有非零向量 x ∈ Cn有 Re(x∗Ax) > 0,则称 A是正定的;

▶ 若 A是 Hermite的且半正定,则称 A为 Hermite半正定;

▶ 若 A是 Hermite的且正定,则称 A为 Hermite正定;

▶ 若 A ∈ Rn×n是对称的且半正定,则称 A为对称半正定;

▶ 若 A ∈ Rn×n是对称的且正定,则称 A为对称正定.

本讲义中,正定和半正定矩阵不要求是对称或 Hermite.
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对称正定矩阵的判别

定理 设 A ∈ Cn×n,则

(1) A正定的充要条件是 H =
1

2
(A+A∗)正定;

(2) A半正定的充要条件是 H =
1

2
(A+A∗)半正定.

(留作练习)

定理 设 A ∈ Rn×n, 则 A 正定 (或半正定) 的充要条件是对任意非零向量 x ∈ Rn 有

x
⊺
Ax > 0 (或 x

⊺
Ax ≥ 0).

(留作练习)

该结论表明: 如果 A是实矩阵,则只需在实数域中考虑即可.
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对称正定矩阵的基本性质

(1) A Hermite正定当且仅当 A Hermite且所有特征值都是正的;

(2) A Hermite正定当且仅当存在酉矩阵 U 使得 A = UΛU∗,其中 Λ为对角矩阵且对角

线均为正实数;

(3) A Hermite正定当且仅当 S∗AS对称正定,其中 S ∈ Cn×n是一个任意的非奇异矩阵;

(4) 若 A Hermite正定,则 A的任意主子矩阵都 Hermite正定;

(5) 若 A Hermite正定,则 A的所有对角线元素都是正的,且 max
i ̸=j

{|aij |} < max
i
{aii},即

绝对值最大的元素出现在对角线上.
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平方根

定理 设 A ∈ Cn×n 是一个 Hermite 半正定矩阵, k 是一个给定的正整数. 则存在唯一的

Hermite半正定矩阵 B ∈ Cn×n使得

Bk = A.

同时,我们还有下面的性质:

(1) rank(B) = rank(A),因此,若 A是正定的,则 B 也正定;

(2) 如果 A是实矩阵的,则 B 也是实矩阵.

特别地,当 k = 2时,称 B 为 A的平方根,记为 A
1
2 .

(留作课外自习)
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Hermite正定矩阵与内积

定理 设 (·, ·)是 Cn上的一个内积,则存在一个 Hermite正定矩阵 A ∈ Cn×n使得

(x, y) = y∗Ax.

反之,若 A ∈ Cn×n是 Hermite正定矩阵,则

f(x, y) ≜ y∗Ax

是 Cn上的一个内积.

(留作练习)

定理的结论在实数域中也成立.
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对角占优矩阵

定义 设 A ∈ Cn×n,若

|aii| ≥
∑
j ̸=i

|aij |

对所有 i = 1, 2, . . . , n都成立,且至少有一个不等式严格成立,则称 A为弱行对角占优,简

称弱对角占优或对角占优. 若所有不等式都严格成立,则称 A是严格行对角占优,简称严

格对角占优.

类似地,可以定义列对角占优和严格列对角占优.
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严格对角占优矩阵的非奇异性

定理 若 A ∈ Cn×n是严格对角占优矩阵,则 A非奇异.

(板书)

如果 A是严格对角占优的,则可以给出 ∥A−1∥1的一个估计.

定理 设 A ∈ Rn×n严格列对角占优,记

δ ≜ min
1≤j≤n

(
|ajj | −

n∑
i=1

|aij |

)
> 0,

则有 ∥A−1∥1 ≤ δ−1. (留作练习)
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可约矩阵与不可约矩阵

定义 设 A ∈ Cn×n,如果存在置换矩阵 P 使得 PAP
⊺为块上三角矩阵,即

PAP
⊺
=

A11 A12

0 A22

 , A11 ∈ Ck×k, A22 ∈ C(n−k)×(n−k)

其中 1 ≤ k < n,则称 A是可约的,否则就称 A为不可约的.
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不可约的意义

若 A可约,即存在置换矩阵 P ,使得 PAP
⊺
=

A11 A12

0 A22

 ,

则 Ax = b等价于 (PAP
⊺
)(Px) = Pb. 记 y ≜ Px, f ≜ Pb,则A11 A12

0 A22

y1
y2

 =

f1
f2

 .

▶因此,原方程组就转化为两个更小规模的子方程组.

▶对于特征值问题, A的特征值就是 A11和 A22的特征值的并.

如果 A22或 A11仍然是可约的,则可以转化为更小规模的子问题.
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可约与对角线元素无关

由于 PAP
⊺ 保持 A的对角线元素仍然在对角线上,因此主对角线元素是否为零并不影

响矩阵的可约性.

推论 设 A = [aij ] ∈ Cn×n 不可约,则 A+D也不可约,其中 D是任意对角矩阵. 特别地,

B ≜ A− diag(a11, a22, . . . , ann)不可约.
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可约矩阵的幂

如果 A可约,则对任意正整数 k,有

PAkP
⊺
= (PAP

⊺
)k =

Ak
11 Ã

(k)
12

0 Ak
22

 .

定理 设 A ∈ Cn×n. 若 A可约,则 Ak 也可约. 反之,若存在一个正整数 k,使得 Ak 是不可

约的,则 A也不可约.

不可约矩阵的幂不一定不可约. 如 A =

−1 1

1 1

,但 A2 =

2 0

0 2

可约.
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矩阵不可约的充要条件（一）

定理 设 A = [aij ] ∈ Cn×n,指标集 Zn = {1, 2, . . . , ..., n},则 A可约的充要条件是存在非

空指标集 S, T ⊂ Zn满足 S ⊕ T = Zn,使得

aij = 0, i ∈ S, j ∈ T .

(留作课外自习,证明见讲义)
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矩阵不可约的充要条件（二）

定理 设 A = [aij ] ∈ Cn×n,指标集 Zn = {1, 2, . . . , n},则 A可约的充要条件是存在两个

相异的正整数 k, l ∈ Zn,使得对任意指标序列 {i1, i2, . . . , ir} ⊆ Zn,都有

aki1ai1i2 · · · airl = 0.

这里 r > 0是任意正整数. (留作课外自习)

等价描述

矩阵 A = [aij ] ∈ Cn×n 不可约的充要条件是: 对任意两个相异正整数 k, l ∈ Zn,都存在

一个指标序列 {i1, i2, . . . , im} ⊆ Zn使得

aki1ai1i2 · · · aiml ̸= 0.
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不可约对角占优矩阵

定理 设 A ∈ Cn×n是不可约的弱对角占优矩阵,则 A非奇异.

(留作练习,仿照严格对角占优,再利用不可约充要条件（一）)

一个有意思的现象

通常,如果某个元素全不为零的矩阵具有某种性质,则这个性质往往能够推广到不可约

矩阵.
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其他常见特殊矩阵

 带状矩阵:

aij ̸= 0 only if −bu ≤ i − j ≤ bl, 其中 bu 和 bl 为非负整数, 分别称为下带宽和上带宽,

bu + bl + 1称为 A的带宽
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 上 Hessenberg矩阵: aij = 0 for i− j > 1,
∗ ∗ ∗ · · · ∗
∗ ∗ ∗ · · · ∗

∗ ∗ · · · ∗
. . . . . .

...
∗ ∗



 下 Hessenberg矩阵 
∗ ∗
∗ ∗ ∗
...

...
. . . . . .

∗ ∗ · · · ∗ ∗
∗ ∗ · · · ∗ ∗
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 Toeplitz矩阵:

T =


t0 t−1 · · · t−n+1

t1
. . . . . .

...
...

. . . . . . t−1

tn−1 · · · t1 t0



 循环矩阵 (circulant): 一类特殊的 Toeplitz矩阵

C =



c0 cn−1 cn−2 · · · c1

c1 c0 cn−1 · · · c2

c2 c1 c0 · · · c3
...

...
...

. . .
...

cn−1 cn−2 cn−3 · · · c0
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 Hankel矩阵:

H =



h0 h1 · · · hn−2 hn−1

h1
... ... ... hn

...
... ... ...

...

hn−2
... ... ... h2n−2

hn−1 hn · · · h2n−2 h2n−1



Hankel矩阵与 Toeplitz矩阵

设 J =


1

...

1

,则 JH 是 Toeplitz矩阵.
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6 Kronecker积

定义 设 A ∈ Cm×n, B ∈ Cp×q,则 A与 B 的 Kronecker积定义为

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
. . .

...

am1B am2B · · · amnB

 ∈ Cmp×nq.

Kronecker积也称为直积,或张量积.

任意两个矩阵都存在 Kronecker积,但通常 A⊗B ̸= B ⊗A. (A⊗B和 B ⊗A有什么关系?)
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Kronecker积基本性质

(1) (αA)⊗B = A⊗ (αB) = α(A⊗B), ∀ α ∈ C

(2) (A⊗B)
⊺
= A

⊺ ⊗B
⊺, (A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗

(3) (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

(4) (A+B)⊗ C = A⊗ C +B ⊗ C

(5) A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C

(6) rank(A⊗B) = rank(A) rank(B)

(7) 混合积: (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

(A1 ⊗A2 ⊗ · · · ⊗ Ak)(B1 ⊗B2 ⊗ · · · ⊗Bk)

= (A1B1)⊗ (A2B2)⊗ · · · ⊗ (AkBk)

(A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) · · · (Ak ⊗Bk) = (A1A2 · · ·Ak)⊗ (B1B2 · · ·Bk)
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Kronecker积的特征值

推论 设 A = Q1Λ1Q
−1
1 ∈ Cm×m, B = Q2Λ2Q

−1
2 ∈ Cn×n,则

A⊗B = (Q1 ⊗Q2)(Λ1 ⊗ Λ2)(Q1 ⊗Q2)
−1.

定理 设 A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n, 并设 (λ, x) 和 (µ, y) 分别是 A 和 B 的一个特征对, 则

(λµ, x⊗ y)是 A⊗B 的一个特征对. 由此可知, B ⊗A与 A⊗B 具有相同的特征值.

推论 设 A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n,则 A⊗ In + Im ⊗B的特征值为 λi + µj ,其中 λi和 µj 分

别为 A和 B 的特征值.
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Kronecker积的迹和逆

定理 设 A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n,则

(1) tr(A⊗B) = tr(A)tr(B) ;

(2) det(A⊗B) = det(A)n det(B)m ;

(3) 若 A和 B 都非奇异,则 (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.
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Kronecker积与向量的乘积

定理 设矩阵 X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ Rm×n,记 vec(X)为 X 按列拉成的mn维列向量,即

vec(X) = [x
⊺
1 , x

⊺
2 , . . . , x

⊺
N ]

⊺
,

则有

vec(AX) = (I ⊗A)vec(X), vec(XB) = (B
⊺ ⊗ I)vec(X),

以及

(A⊗B)vec(X) = vec(BXA
⊺
).

vec(X)称为向量化算子或拉直算子. 该结论对节省运算量和存储量都有好处.
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Kronecker积与矩阵方程

定理 矩阵方程

AX +XB = D

等价于代数方程

(I ⊗A+B
⊺ ⊗ I)vec(X) = vec(D).
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