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子空间方法

子空间方法基本思想: 降维

原问题: Ax = b⇐⇒ min
x∈Rn
∥b−Ax∥

降维: 设 K 是 Rn 的一个子空间, dim(K) = m≪ n.

将原问题转化 (近似) 为: min
x∈K
∥b−Ax∥ 或 min

x∈K
∥x− x∗∥

优点: 自由度大大减少, 问题规模从 n 降为 m
运算量主要集中在矩阵向量乘积, 非常适合稀疏线性方程组

问题: 怎么找合适的子空间? 怎么计算最佳近似解? 怎么加快收敛速度?
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41 投影方法

什么是投影方法

在 K 中寻找 x∗ 在某种意义下的最佳近似
定解条件: 设置 m 个约束 → 保证最佳近似存在唯一

在通常情况下, 我们要求残量满足正交性条件:

r = b−Ax̃ ⊥ L, (4.1)

其中 x̃ 是我们所要寻找的近似解, L 是另一个 m 维子空间.

 正交性条件 (4.1) 称为 Petrov-Galerkin 条件. 若 L = K, 则称为 Galerkin 条件

 子空间 L 也称为约束空间, K 通常称为搜索空间.
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子空间投影法的一般描述

因此, 投影方法一般可以描述为

find x̃ ∈ K such that b−Ax̃ ⊥ L. (4.2)

如果给定初值 x(0), 为了能够充分利用初值的相关信息, 我们改为在仿射空间 x(0) +K 中寻
找最佳近似, 即

find x̃ ∈ x(0) +K such that b−Ax̃ ⊥ L. (4.3)

事实上, 如果将 x̃ 写成: x̃ = x(0) + x̂, 其中 x̂ ∈ K, 则 (4.52) 就是

find x̂ ∈ K such that r0 −Ax̂ ⊥ L, (4.4)

其中 r0 = b−Ax(0) 是初始残量. 这与 (4.2) 的形式是一样的.
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子空间方法需要考虑的三个问题

 如何选择 K 和 L?

 如何计算近似解 x̃?

 若 x̃ 不满足精度要求，如何寻找新的 K 和 L?
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近似解的计算

设 V = [v1, v2, . . . , vm] 和 W = [w1,w2, . . . ,wm] 分别是 K 和 L 一组基.

由于 x̃ ∈ x(0) +K, 即 x̃− x(0) ∈ K, 因此存在向量 y = [y1, y2, . . . , ym]⊺ ∈ Rm 使得

x̃ = x(0) + Vy

根据正交性条件可得

r0 −AVy ⊥ wi, (i = 1, 2, . . . ,m) =⇒ W⊺AVy = W⊺r0

若 W⊺AV 非奇异, 则 y = (W⊺AV)−1W⊺r0 =⇒ x̃ = x(0) + V(W⊺AV)−1W⊺r0

在实际计算中, 矩阵 W⊺AV 通常可以直接形成, 而无需另外计算.
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定理 如果 A, K 和 L 满足下面条件之一
(1) A 正定且 L = K;

(2) A 非奇异且 L = AK,
则矩阵 W⊺AV 非奇异. (留作练习)
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子空间 K 和 L 的选取

在实施投影方法时, 我们需要考虑下面两个问题:

 怎样选择搜索空间 K 和约束空间 L?

 如果找到的近似解 x̃ 达不到精度要求, 则需要更换搜索空间 K, 此时如何更新 K?

目前能够很好地解决上面两个问题的方法是采用 Krylov 子空间.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 8/180



42 Krylov 子空间与 Arnoldi 过程

4.2 Krylov 子空间与 Arnoldi 过程

4.2.1 Krylov 子空间

4.2.2 Arnoldi 过程

https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/IMP



421 Krylov 子空间

设 A ∈ Rn×n, r ∈ Rn, 我们称

Km(A, r) ≜ span{r,Ar, . . . ,Am−1r} ⊆ Rn

是由 A 和 r 生成的 Krylov 子空间, 通常简记为 Km, 或 K.

基本性质

 dim(Km) ≤ m

 Krylov 子空间是嵌套的, 即: K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ Km ⊆ · · ·

 Km(A, r) =
{

x = p(A)r : p 为次数不超过 m− 1 的多项式
}

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 10/180
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Krylov 子空间方法

以 Krylov 子空间为搜索空间的迭代法就是 Krylov 子空间方法

约束空间 L 的选取

目前被广泛采用的取法有:

 L = K : 如 FOM, CG, SYMMLQ → 正交投影法

 L = AK : 如 MINRES, GMRES

 L = K(A⊺, r) : 如 BiCG

不同的 L 导出不同的 Krylov 子空间方法

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 11/180
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422 Arnoldi 过程
构造 Km 的一组 标准正交基 → Arnoldi 过程

算法 1 基于 MGS (Modified Gram-Schmidt) 的 Arnoldi 过程
1: 计算 v1 = r/∥r∥2
2: for j = 1, 2, . . . ,m− 1 do
3: wj = Avj

4: for i = 1, 2, . . . , j do
5: hij = (wj, vi)

6: wj = wj − hijvi

7: end for
8: hj+1,j = ∥wj∥2
9: if hj+1,j = 0 then break, end if

10: vj+1 = wj/hj+1,j

11: end for

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 12/180



注记

 如果计算到第 k (k < m) 步时有 hk+1,k = 0, 则方法会 提前终止.
此时 Avk 必定可以由 v1, v2, . . . , vk 线性表出 (不考虑舍入误差)

 算法中的向量 vi 称为 Arnoldi 向量.
需要指出的是, 在算法中我们是用 A 乘以 vj, 然后与之前的 Arnoldi 向量正交化,
而不是用 Ajr. (事实上, 它们是等价的)

引理 如果 Arnoldi 过程不提前终止 (即 hk+1,k ̸= 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1), 则

vj ∈ Kj(A, r), j = 1, 2, . . . ,m.

(板书)

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 13/180



Km 的标准正交基

定理 如果 Arnoldi 过程不提前终止, 则向量 v1, v2, . . . , vm 构成 Km 的一组标准正交基,
其中

Km(A, r) = span{r,Ar, . . . ,Am−1r}.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 14/180



Arnoldi 过程的矩阵表示

由 Arnoldi 过程可知 hj+1,jvj+1 = Avj −
j∑

i=1
hijvi, 因此

Avj = hj+1,jvj+1 +

j∑
i=1

hijvi

= [v1, v2, . . . , vj+1]


h1j

h2j
...

hj+1,j

 = [v1, . . . , vj+1, vj+2, . . . , vm+1]



h1j
...

hj+1,j

0
...
0


= Vm+1Hm+1,m(:, j),

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 15/180



定理 设 Vm = [v1, v2, . . . , vm], 则

AVm = Vm+1Hm+1,m = VmHm + hm+1,mvm+1e⊺m, (4.5)

V⊺
mAVm = Hm, (4.6)

其中 em = [0, . . . , 0, 1]⊺ ∈ Rm, Hm = Hm+1,m(1 : m, 1 : m) ∈ Rm×m

Hm+1,m =



h11 h12 · · · h1,m−1 h1,m
h21 h22 · · · h2,m−1 h2,m
0 h32 · · · h3,m−1 h2,m
0 0 · · · h4,m−1 h4,m
...

...
...

...
0 0 · · · hm,m−1 hm,m

0 0 · · · 0 hm+1,m


∈ R(m+1)×m.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 16/180



定理中的结论可以由下图表示.

= =A Vm Vm+1

Hm+1,m

Vm

Hm

+

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 17/180



Arnoldi 过程提前终止

如果 Arnoldi 过程提前终止, 则我们可以得到一个不变子空间.

定理 如果 Arnoldi 过程在第 k (k ≤ m) 步终止, 即 hk+1,k = 0, 则有

AVk = VkHk,

即 Kk 是 A 的一个不变子空间.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 18/180



Krylov 子空间方法

Krylov 子空间方法的一般流程:

(1) 令 m = 1

(2) 定义 Krylov 子空间 Km(A, r0);

(3) 在 仿射空间 x(0) +Km 中找出原问题的近似解 (b−Ax̃ ⊥ L);

(4) 如果这个近似解满足精度要求, 则迭代结束;
否则令 m← m + 1, 返回第 (2) 步.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 19/180



Krylov 子空间方法的基本框架

1: 选取初始向量 x(0)
2: 计算 r0 = b−Ax(0), v1 = r0/∥r0∥2
3: 寻找近似解: x(1) ∈ x(0) +K1

4: if x(1) 满足精度要求 then
5: 终止迭代
6: end if
7: for m = 2 to n do
8: 调用 Arnoldi 过程计算向量 vm
9: 寻找近似解: x(m) ∈ x(0) +Km (b−Ax(m) ⊥ L)

10: if x(m) 满足精度要求 then
11: 终止迭代
12: end if
13: end for

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 20/180



43 非对称线性方程组

4.3 非对称线性方程组

4.3.1 完全正交方法 (FOM) → L = K

4.3.2 广义极小残量法 (GMRES) → L = AK

4.3.3 GMRES 实施细节

4.3.4 带重启的 GMRES

https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/IMP



431 完全正交方法 (FOM)
取 Lm = Km, 得到的方法为完全正交方法 (Full Orthogonalization Method)

find x̃ ∈ x(0) +Km such that b−Ax̃ ⊥ Km

设 x̃ = x(0) + Vmỹ , 其中 ỹ ∈ Rm. 由正交性条件 b−Ax̃ ⊥ Km 可知

0 = V⊺
m(b−Ax̃) = V⊺

m(b−Ax(0) −AVmỹ)

= V⊺
mr0 −V⊺

mAVmỹ

= V⊺
m(βv1)−V⊺

mAVmỹ = βe1 −Hmỹ

如果 Hm 非奇异, 则 ỹ = H−1
m e1. 所以

x̃ = x(0) + βVmH−1
m e1.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 22/180



算法 2 完全正交方法 (FOM)
1: 给定初值 x(0), 计算 r0 = b−Ax(0) 和 β = ∥r0∥2
2: 计算 v1 = r0/β
3: for j = 1, 2, . . . ,m− 1 do % 开始迭代
4: wj = Avj

5: for i = 1, 2, . . . , j do % Arnoldi 过程
6: hij = (wj, vi), wj = wj − hijvi

7: end for
8: hj+1,j = ∥wj∥2
9: if hj+1,j = 0, then set m = j and break, end if % Arnoldi 过程提前终止

10: vj+1 = wj/hj+1,j

11: end for
12: 求解线性方程组 Hmỹ = βe1
13: 计算近似解 x̃ = x(0) + Vmỹ
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注记

 由于 m 通常远远小于 n, 因此 Hmỹ = βe1 可通过直接法求解, 比如列主元 LU 分
解或基于 Givens 变换的 QR 分解.

 FOM 方法的一个难点是如何选取 m.
实际计算时,我们采用动态调整的方法,不断增长 m的值,直到残量满足精度要求.
因此, 在每一次迭代后, 需要估计残量的范数.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 24/180



残量的计算

定理 设 x̃ ∈ x(0) +Km 是由 FOM 算法得到的近似解, 则

r̃ ≜ b−Ax̃ = −hm+1,m (e⊺mỹ) vm+1,

其中 ỹ = βH−1
m e1, em = [0, . . . , 0, 1]⊺ ∈ Rm. 因此,

∥r̃∥2 = hm+1,m|e⊺mỹ| = hm+1,m|ỹ(m)|.

(板书)
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注记

 每次迭代结束我们就可以直接计算出残量 r̃ 的范数, 当满足精度要求时, 我们再计
算近似解 x̃.

 在不考虑舍入误差的情况下, 当 m = n 时, 必有 ∥r̃∥2 = 0.

 如果 Arnoldi 过程提前终止, 即存在整数 k (k < n) 使得 hk+1,k = 0, 则由定理可
知, 此时 r̃ = 0, 因此近似解 x̃ 就是方程组的精确解.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 26/180



算法 3 实用的 FOM 方法
1: 给定初值 x(0) 和 (相对) 精度要求 ε > 0

2: 计算 r0 = b−Ax(0), β = ∥r0∥2 和 v1 = r0/β
3: for j = 1, 2, . . . do % 这里可以设置最大迭代步数
4: wj = Avj

5: for i = 1, 2, . . . , j do
6: hij = (wj, vi), wj = wj − hijvi

7: end for
8: hj+1,j = ∥wj∥2
9: 求解方程 Hjỹ = βe1

10: if hj+1,j|ỹ(j)|/β < ε then % relative residual
11: break
12: end if
13: vj+1 = wj/hj+1,j

14: end for
15: 计算近似解 x̃ = x(0) + Vjỹ

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 27/180



432 广义极小残量法 (GMRES)

约束空间取为 L = AK, 则可得到 GMRES 方法:

寻找 x̃ ∈ x(0) +K 满足 b−Ax̃ ⊥ AK. (4.7)

广义极小残量法 (Generalized Minimum Residual, GMRES)是当前最受欢迎的 Krylov
子空间方法之一, 也是求解非对称线性方程组的首选方法.
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GMRES 的最优性质

定理 设 A ∈ Rn×n, 则 x̃ 是 (4.7) 的解当且仅当 x̃ 是下面的极小化问题的解

min
x∈x(0)+K

∥b−Ax∥2, (4.8)

即在仿射空间 x(0) +K 中, x̃ 所对应的残量范数最小.
(板书)
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近似解的计算

对任意 x ∈ x(0) +Km, 存在向量 y ∈ Rm 使得 x = x(0) + Vmy, 于是

b−Ax = b−A(x(0) + Vmy)

= r0 −AVmy = βv1 −Vm+1Hm+1,my = Vm+1(βe1 −Hm+1,my), (4.9)

其中 e1 = [1, 0, . . . , 0]⊺ ∈ Rm+1.

又 Vm+1 的列向量是标准正交的, 故

∥b−Ax∥2 = ∥Vm+1(βe1 −Hm+1,my)∥2 = ∥βe1 −Hm+1,my∥2.

因此, 最小化问题 (4.8) 的解为 x̃ = x(0) + Vmỹ , 其中 ỹ 是下面最小二乘问题的解

min
y∈Rm

∥βe1 −Hm+1,my∥2

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 30/180



近似解的计算
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b−Ax = b−A(x(0) + Vmy)

= r0 −AVmy = βv1 −Vm+1Hm+1,my = Vm+1(βe1 −Hm+1,my), (4.9)

其中 e1 = [1, 0, . . . , 0]⊺ ∈ Rm+1. 又 Vm+1 的列向量是标准正交的, 故

∥b−Ax∥2 = ∥Vm+1(βe1 −Hm+1,my)∥2 = ∥βe1 −Hm+1,my∥2.

因此, 最小化问题 (4.8) 的解为 x̃ = x(0) + Vmỹ , 其中 ỹ 是下面最小二乘问题的解

min
y∈Rm

∥βe1 −Hm+1,my∥2
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最小二乘问题求解

通常 m 不是很大, 因此可以使用 QR 方法来求解.

设 Hm+1,m = Q⊺
m+1Rm+1,m, 于是

∥βe1 −Hm+1,my∥2 = ∥βe1 −Q⊺
m+1Rm+1,my∥2

= ∥βQm+1e1 − Rm+1,my∥2 =
∥∥∥∥∥βq1 −

[
Rm

0

]
y
∥∥∥∥∥
2

,

其中 q1 是 Qm+1 的第一列, Rm ∈ Rm×m 表示 Rm+1,m 的前 m 行.

 所以 y 可以通过求解下面的上三角方程组获得

Rmỹ = βq1(1 : m) (4.10)

其中 q1(1 : m) 表示 q1 的前 m 个元素组成的向量.
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残量的计算

定理 设 x̃ ∈ x(0) +Km 是由 GMRES 方法所得到的近似解, 则

∥r̃∥2 = ∥b−Ax̃∥2 = β |q1(m + 1)|,

其中 q1(m + 1) 表示 q1 ∈ Rm+1 的最后一个分量. (板书)
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算法 4 广义极小残量法 (GMRES)
1: 给定初值 x(0) 和 (相对) 精度要求 ε > 0

2: 计算 r0 = b−Ax(0), β = ∥r0∥2 和 v1 = r0/β

3: for j = 1, 2, . . . do % 开始迭代, 可以设置最大迭代步数
4: wj = Avj

5: for i = 1, 2, . . . , j do % Arnoldi process
6: hij = (wj, vi), wj = wj − hijvi

7: end for
8: hj+1,j = ∥wj∥2
9: if hj+1,j = 0, then set m = j and break, end if % Arnoldi 过程提前终止

10: vj+1 = wj/hj+1,j

11: if ∥r̃∥2/β < ε, then set m = j and break, end if % check convergence
12: end for
13: 求解上三角线性方程组 Rmỹ = βq1(1 : m) % 回代求解
14: 计算近似解 x̃ = x(0) + Vmỹ

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 33/180



GMRES 的提前终止

如果在第 k (k < n) 步时有 hk+1,k = 0, 则 GMRES 会提前终止, 此时

AVk = VkHk, ỹ = H−1
k (βe1).

因此

∥r̃∥2 = ∥b−Ax̃∥2 = ∥b−Ax(0) −AVkỹ∥2
= ∥r0 −VkHkỹ∥2 = ∥βv1 −Vk(βe1)∥2 = 0.

这意味着 x̃ 就是原方程组的精确解. 因此, 这种提前终止是好事.

反之, 如果在第 k 步时有 r̃ = b−Ax̃ = 0, 则必有 hk+1,k = 0.

定理 设 A ∈ Rn×n 非奇异, 则 GMRES 方法在第 k 步提前终止的充要条件是近似解即为
精确解. (留作练习)
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433 GMRES 方法的实施细节

需要解决的问题

(1) 残量范数计算: ∥r̃∥2 = β|q1(m + 1)| → 计算 Hj+1,j 的 QR 分解.

(2) 最后的求解: Rmỹ = βq1(1 : m) → 计算 Hj+1,j 的 QR 分解.

设计高效的 Hj+1,j 的 QR 分解算法 áÊ Givens 变换; Ë 递推方法.
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Hj+1,j 的 QR 分解的递推算法

Ê 当 j = 1 时, 对 H2,1 ∈ R2×1 直接做一次 Givens 变换即可得到其 QR 分解.

Ë 假定 Hj,j−1 ∈ Rj×(j−1) 的 QR 分解 (基于 Givens 变换) 为

Hj,j−1 = (Gj−1Gj−2 · · ·G1)
⊺Rj,j−1 = Q⊺

j

[
Rj−1

0

]
j×(j−1)

其中 Rj−1 ∈ R(j−1)×(j−1) 是上三角矩阵.

Ì 考虑 Hj+1,j =

[
Hj,j−1 hj

0 hj+1,j

]
的 QR 分解, 其中 hj 是 Hj+1,j 最后一列的前 j 行.

[
Qj 0

0 1

]
Hj+1,j =

[
QjHj,j−1 hj

0 hj+1,j

]
=


[

Rj−1

0

]
Qjhj

0 hj+1,j

 =


Rj−1 h̃j−1

0 ĥj,j

0 hj+1,j

 ,
其中 h̃j−1 是 Qjhj 的前 j− 1 行, ĥj,j 是 Qjhj 的最后一个元素.
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下面利用 Givens 变换, 将 hj+1,j 化为 0. 计算

h̃j,j =
√

ĥ2j,j + h2j+1,j, cj =
ĥj,j

h̃j,j
, sj =

hj+1,j

h̃j,j
.

构造 Givens 变换 Gj =


Ij−1 0 0

0 cj sj

0 −sj cj

, 令 Qj+1 = Gj

[
Qj 0

0 1

]
∈ R(j+1)×(j+1), 则

Qj+1Hj+1,j = Gj


Rj−1 h̃j−1

0 ĥj,j

0 hj+1,j

 =


Rj−1 h̃j−1

0 h̃j,j

0 0

 ≜ Rj+1,j.

所以 Hj+1,j = Q⊺
j+1Rj+1,j 就是 Hj+1,j 的 QR 分解.

主要工作: Ê 计算 Qjhj Ë 计算 Givens 变换 G(cj, sj) 并更新 h̃j,j
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需要解决的问题

(1) 残量范数计算: ∥r̃∥2 = β|q1(j + 1)|
Z q1 = Qe1 = Gj(Gj−1 · · ·G1e1), 逐次计算, 每次迭代只需一次 Givens 变换

(2) 最后的求解: Rmỹ = βq1(1 : m)

Z 逐次计算 R 的第 j 列, GjGj−1 · · ·G1H(1 : j+ 1, j), 每次迭代需执行 j 次 Givens
变换

实施细节

 H, Q 和 R 的维数都是随着迭代步数的增加而不断变大

 实际计算时:
¬ 不用计算 Q, 保存所有 Givens 变换即可
 R 可以直接存放在 H 中.
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算法 5 实用的 GMRES 方法
1: 给定初值 x(0) 和 (相对) 精度要求 ε > 0

2: 计算 r0 = b−Ax(0), β = ∥r0∥2 和 v1 = r0/β
3: 令 ξ = βe1 % 用于计算和存放 q1
4: for j = 1, 2, . . . do % 开始迭代, 可以设置最大迭代步数
5: wj = Avj

6: for i = 1, 2, . . . , j do % Arnoldi process
7: hij = (wj, vi), wj = wj − hijvi

8: end for
9: hj+1,j = ∥wj∥2

10: for i = 1, 2, . . . , j− 1 do % Apply Gj−1, . . . ,G1 to the last column of Hj+1,j

11:

[
hi,j

hi+1,j

]
=

[
ci si

−si ci

][
hi,j

hi+1,j

]
12: end for
13: if hj+1,j = 0, then set m = j and break, end if % Arnoldi 过程提前终止
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14: vj+1 = wj/hj+1,j

15: if |hj,j| > |hj+1,j| then % Form the Givens rotation Gj

16: cj =
1√

1+τ2
, sj = cjτ where τ =

hj+1,j
hj,j

17: else
18: sj =

1√
1+τ2

, cj = sjτ where τ =
hj,j

hj+1,j

19: end if
20: hj,j = cjhj,j + sjhj+1,j, hj+1,j = 0 % Apply Gj to last column of Hj+1,j

21:

[
ξj

ξj+1

]
=

[
cj sj

−sj cj

][
ξj

0

]
% Apply Gj to the right-hand side

22: if |ξj+1|/β < ε, then set m = j and break, end if % Check convergence
23: end for
24: 计算 ỹ = R−1

m ξ(m), 其中 Rm = H(1 : m, 1 : m), ξ(m) = ξ(1 : m)

25: 计算近似解 x̃ = x(0) + Vmỹ
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Z 注 1: 运算量主要集中在矩阵向量乘积, 即 Avj.
Z 注 2: 在某些特定场合, Arnoldi 过程中可使用 Householder 变换以增加稳定性.
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434 带重启的 GMRES
为什么要重启

 在不考虑舍入误差的情况下, 当 GMRES 方法迭代到 n 步时, 残量肯定为 0, 因此
方法肯定收敛.

 但对于大规模的线性方程组, 我们不可能迭代 n 步, 因为 GMRES 每一步迭代的
运算量和存储量都会随着迭代步数的增加而增加, 所以当迭代步数很大时, 运算时
间和存储量会大大增加, 这使得方法失去竞争性.

 因此我们希望将迭代步数控制在一个能接受的范围内. 目前实现这一目标的通用
做法是采用重启策略, 即给定一个最大迭代步数 m (通常远远小于 n, 如 20, 50等)
如果 GMRES 迭代到 m 步后仍不收敛, 则计算出近似解 x(m) ∈ x(0) +Km. 然后将
其作为新的迭代初值, 即令 x(0) = x(m), 重新启动 GMRES 方法. 该过程可以重复
执行, 直到找到满意的近似解为止.
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算法 6 GMRES(m): 带重启的 GMRES 方法
1: 给定正整数 m≪ n, 初值 x(0) 和 (相对) 精度要求 ε > 0

2: 计算 r0 = b−Ax(0) 和 β = ∥r0∥2
3: v1 = r0/β
4: for j = 1, 2, . . . ,m do
5: 执行 GMRES 算法 5 的第 5 步至第 22 步
6: end for
7: 计算 ỹ = R−1

m ξ(m), 其中 Rm = H(1 : m, 1 : m), ξ(m) = ξ(1 : m)

8: 计算近似解 x̃ = x(0) + Vmỹ
9: if |ξm+1|/β < ε then

10: stop and output the results
11: end if
12: 令 x(0) = x(m), 返回第 2 步
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重启带来的不利因素

 加入重启技术可以节省运算量和存储量, 但随之也会带来一些负面效应. 如收敛速
度会减慢, 这是因为在重启方法时, 一些有用信息会被丢弃.

 如果 A 不是正定矩阵, 则可能还会出现方法停滞不前的情形, 即残量范数很难减
小. 此时即使总迭代步数已经达到 n 步, 或者甚至超过 n 步, 但方法仍然不收敛.

 另外, 怎样选取合适的重启步数 m, 目前仍然没有很好的办法.
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举例 (一)

由 GMRES 的最优性质可知, 残量范数 ∥rk∥2 递减, 但不一定严格递减. 在最坏的情况下,
可能会出现 ∥rk∥2 保持不变, 直到最后一步才降为 0.

例 考虑线性方程组 Ax = b, 其中

A =



0 1

0 1
. . . . . .

0 1

a1 a2 · · · an−1 an


, b =



1

0
...
0

0


.

求解过程参见 MATLAB 程序 GMRES_Example01.m.
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n = 64 时的 (相对) 残量范数下降曲线

对于该问题, 重启 GMRES 将导致算法失败.
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举例 (二)

例 考虑下面的带齐次 Dirichlet 边界条件的偏微分方程:

−∆u(x, y) + ux(x, y) + uy(x, y) + u(x, y) = f(x, y),

(x, y) ∈ Ω ≜ [0, 1]× [0, 1]

u(x, 0) = u(x, 1) = u(0, y) = u(1, y) = 0, 0 < x, y < 1.

用五点差分离散, 步长 hx = hy = 1/(N + 1), 可得

4ui,j − ui+1,j − ui−1,j − ui,j+1 − ui,j−1

h2 +
ui+1,j − ui−1,j

2h +
ui,j+1 − ui,j−1

2h + ui,j = fi,j.

对应的离散线性方程组为

[I⊗ T + T⊗ I + h(I⊗D) + h(D⊗ I) + h2I]u = h2f.

其中 T = tridiag(−1, 2,−1), D = tridiag(−1/2, 0, 1/2).
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在测试中, 我们假设解析解为

u(x, y) = xy(1− x)(1− y).

由此可以求出右端项

f(x, y) = (3− 2x)(1− y)y + (3− 2y)(1− x)x + x(1− x)y(1− y).

由于系数矩阵是非对称的, 因此用 GMRES 方法求解. 最大迭代步数设为 IterMax = N2, 迭
代终止条件

∥rk∥2
∥r0∥2

≤ tol ≜ 10−6.

MATLAB 程序见 GMRES_Example02_PDE.m
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n = 322 时的相对残量下降曲线.
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GMRES vs GMRES(restart) for n = 642.
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44 对称线性方程

4.4 对称线性方程

4.4.1 Lanczos 过程

4.4.2 共轭梯度法 (CG)

4.4.3 极小残量法 (MINRES)

4.4.4 SYMMLQ 方法
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441 Lanczos 过程

如果 A 是对称的, 则由 Arnoldi 过程所生成的上 Hessenberg 矩阵 Hm = V⊺
mAVm 也对

称, 所以是对称三对角矩阵.

为了书写方便, 我们记 αj = hj,j, βj = hj,j+1, 并用 T 来表示, 即

Tk =


α1 β1

β1
. . . . . .
. . . . . . βk−1

βk−1 αk

 .
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三项递推公式

与 Arnoldi 过程一样, 我们有下面的性质

AVk = VkTk + βkvk+1e⊺k , (4.11)

V⊺
kAVk = Tk. (4.12)

考察关系式 (4.11) 两边的第 j 列可知

βjvj+1 = Avj − αjvj − βj−1vj−1 , j = 1, 2, . . . ,

这里我们令 v0 = 0 和 β0 = 0.
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Lanczos 过程

算法 7 基于三项递推公式的 Lanczos 过程
1: 给定非零向量 r, 令 v0 = 0, β0 = 0

2: 计算 v1 = r/∥r∥2
3: for j = 1, 2, . . . do
4: wj = Avj − βj−1vj−1 % 三项递推公式
5: αj = (wj, vj)

6: w̃j = wj − αjvj

7: βj = ∥w̃j∥2
8: if βj = 0 then
9: break

10: end if
11: vj+1 = w̃j/βj

12: end for
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Lanczos 向量的正交性

如果不考虑舍入误差, 则 Lanczos 过程生成的向量是相互正交的.

定理 设 v1, v2, . . . , vk, . . . 由 Lanczos 算法生成, 则

(vi, vj) = δij ≜

 1, i = j,

0, i ̸= j,
for i, j = 1, 2, . . . . (4.13)

(留作课外自习)
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注记

 在 Lanczos 过程中, 我们只需正交化相邻的三个向量即可. 因此在计算过程中只需
存储三个向量, 而且每个迭代步的运算量也是固定不变的.

 在实际计算中, 由于舍入误差的原因, Lanczos 算法生成的向量可能会逐渐失去正
交性. 这时需要采取一些补救措施, 如重新全部正交化或部分正交化.
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442 共轭梯度法 (CG)

共轭梯度法 (Conjugate Gradient, CG) 是当前求解大规模对称正定线性方程组的首选
方法. 事实上, CG 方法与 FOM 方法是等价的, 即选取的约束空间为 L = K. 但由于
A 是对称正定的, 因此我们可以借助三项递推公式来简化运算.

共轭梯度法

设 x(0) 是迭代初值, 我们需要在仿射空间 x(0) +Kk 中寻找近似解 x(k), 满足

x(k) ∈ x(0) +Kk 且 b−Ax(k) ⊥ Kk. (4.14)
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计算公式推导

与 FOM 方法类似, 我们可得

x(k) = x(0) + Vkyk, yk = T−1
k (βe(k)1 ) , (4.15)

其中 e(k)1 = [1, 0, . . . , 0]⊺ ∈ Rk.
Z 由于 A 对称正定, 所以 Tk 也对称正定, 因此可以使用 LDL⊺ 分解进行求解.
Z 设 Tk 的 LDL⊺ 分解为 Tk = LkDkL⊺

k , 于是可得

x(k) = x(0) + Vkyk = x(0) + VkT−1
k (βe(k)1 ) = x(0) + (VkL−⊺

k )(βD−1
k L−1

k e(k)1 ).

Z 如果 x(k) 满足精度要求, 则计算结束, 否则需要计算

x(k+1) = x(0) + Vk+1T−1
k+1(βe(k+1)

1 ) = x(0) + (Vk+1L−⊺
k+1)(βD−1

k+1L
−1
k+1e

(k+1)
1 ),

这里假定 Tk+1 的 LDL⊺ 分解为 Tk+1 = Lk+1Dk+1L⊺
k+1.
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下面考虑如何通过递推方式来计算 x(k+1), 记

P̃k ≜ VkL−⊺
k = [p̃1, p̃2, . . . , p̃k] ∈ Rn×k,

ỹk ≜ βD−1
k L−1

k e(k)1 = [η1, . . . , ηk]
⊺ ∈ Rk. k = 1, 2, . . . .

引理 下面的递推公式成立:

P̃k+1 ≜ Vk+1L−⊺
k+1 = [P̃k, p̃k+1],

ỹk+1 ≜ βD−1
k+1L

−1
k+1e

(k+1)
1 = [ỹ⊺k , ηk+1]

⊺
, k = 1, 2, . . . .

(板书)
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证明.

Tk =


α1 β1

β1
. . . . . .
. . . . . . βk−1

βk−1 αk

 , Tk+1 =



α1 β1

β1
. . . . . .
. . . . . . βk−1

βk−1 αk βk

βk αk+1


.

设 Tk 的 LDL⊺ 分解为

Tk = LkDkL⊺
k =


1

l1 1
. . . . . .

lk−1 1




d1

d2
. . .

dk




1

l1 1
. . . . . .

lk−1 1



⊺

.

由待定系数法可知 d1 = α1, li = βi/di, di+1 = αi+1 − liβi, i = 1, 2, . . . , k− 1.
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记 γk = [0, . . . , 0, βk]
⊺ ∈ Rk 则

Tk+1 =

[
Tk γk

γ⊺k αk+1

]
=

[
Lk 0

∗ 1

][
Dk

∗

][
Lk 0

∗ 1

]⊺
= Lk+1Dk+1L⊺

k+1

=



1

l1 1
. . . . . .

lk−1 1

lk 1





d1
d2

. . .
dk

dk+1





1

l1 1
. . . . . .

lk−1 1

lk 1



⊺

,

其中 lk = βk/dk, dk+1 = αk+1 − lkβk . 记 γ̃k = [0, . . . , 0, lk]⊺ ∈ Rk, 则

Lk+1 =

[
Lk 0

γ̃⊺k 1

]
, L−1

k+1 =

[
L−1

k 0

−γ̃⊺k L−1
k 1

]
.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 61/180



所以有

P̃k+1 = Vk+1L−⊺
k+1 = [Vk, vk+1]

[
L−⊺

k −L−⊺
k γ̃k

0 1

]
= [VkL−⊺

k ,−VkL−⊺
k γ̃k + vk+1].

又 VkL−⊺
k γ̃k = P̃k[0, . . . , 0, lk]⊺ = lkp̃k, 所以 P̃k+1 = [P̃k, p̃k+1], 其中

p̃k+1 = −lkp̃k + vk+1 (4.16)

另外,

ỹk+1 = βD−1
k+1L

−1
k+1e

(k+1)
1

= β

[
D−1

k 0

0 d−1
k+1

][
L−1

k 0

−γ̃⊺k L−1
k 1

][
e(k)1

0

]
=

[
βD−1

k L−1
k e(k)1

−βd−1
k+1γ̃

⊺
k L−1

k e(k)1

]
=

[
ỹk

ηk+1

]
,

因此结论成立. □
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递推公式

x(k) = x(0) + (VkL−⊺
k )(βD−1

k L−1
k e(k)1 )

x(k+1) = x(0) + (Vk+1L−⊺
k+1)(βD−1

k+1L
−1
k+1e

(k+1)
1 )

P̃k ≜ VkL−⊺
k , P̃k+1 ≜ Vk+1L−⊺

k+1 = [P̃k, p̃k+1]

ỹk ≜ βD−1
k L−1

k e(k)1 , ỹk+1 ≜ βD−1
k+1L

−1
k+1e

(k+1)
1 = [ỹ⊺k , ηk+1]

⊺

从 x(k) 到 x(k+1) 的递推公式

x(k+1) = x(0) + P̃k+1ỹk+1 = x(0) + [P̃k, p̃k+1]

[
ỹk

ηk+1

]
= x(k) + ηk+1p̃k+1. (4.17)
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残量计算

通过直接计算可知

rk+1 = b−Ax(k+1) = b−A(x(k) + ηk+1p̃k+1) = rk − ηk+1Ap̃k+1. (4.18)

另一方面, 我们有

rk = b−Ax(k) = b−A(x(0) + Vkyk)

= r0 −AVkyk = βv1 −VkTkyk − βkvk+1e⊺kyk = −βk(e⊺kyk)vk+1,

即 rk 与 vk+1 平行. 记

rk = τkvk+1, k = 0, 1, 2, . . . , (4.19)

其中
τ0 = β = ∥r0∥2, τk = −βk(e⊺kyk), k = 1, 2, . . . .
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p̃k+1 的计算

记 pk = τk−1p̃k, k = 1, 2, . . . , 由 (4.16) 和 (4.19) 可知

pk+1 = τkp̃k+1 = τk(vk+1 − lkp̃k) = rk + µkpk, (4.20)

其中 µk = − lkτk
τk−1

, k = 1, 2, . . .. 于是就得到下面的递推公式

rk+1 = rk − ηk+1Ap̃k+1 = rk − ξk+1Apk+1

x(k+1) = x(k) + ηk+1p̃k+1 = x(k) + ξk+1pk+1,

(4.21)

(4.22)

其中 ξk+1 =
ηk+1

τk
, k = 0, 1, 2, . . ..
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系数 ξk+1 和 µk 的计算

引理 下面的结论成立:
(1) r1, r2, . . . , rk, . . . 相互正交;

(2) p1, p2, . . . , pk, . . . 相互 A 共轭 (或 A 正交), 即当 i ̸= j 时有 p⊺i Apj = 0.

证明. (1) 由于 rk 与 vk+1 平行, 所以结论成立.
(2) 只需证明 P⊺

kAPk 是对角矩阵即可, 即证 P̃⊺
kAP̃k 是对角矩阵. 通过直接计算可得

P̃⊺
kAP̃k = (VkL−⊺

k )
⊺AVkL−⊺

k = L−1
k V⊺

kAVkL−⊺
k

= L−1
k TkL−⊺

k

= L−1
k (LkDkL⊺

k)L
−⊺
k = Dk.

□
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下面给出 ξk+1 和 µk 的计算公式.

 等式 (4.20) 两边左乘 p⊺k+1A 得 p⊺k+1Apk+1 = p⊺k+1Ark + µkp⊺k+1Apk = r⊺kApk+1

 等式 (4.21) 两边左乘 r⊺k 得 0 = r⊺krk+1 = r⊺krk − ξk+1r⊺kApk+1

故 ξk+1 =
r⊺krk

r⊺kApk+1
=

r⊺krk
p⊺k+1Apk+1

(4.23)

 等式 (4.20) 两边左乘 p⊺kA 得 0 = p⊺kApk+1 = p⊺kArk + µkp⊺kApk

故 µk = −
p⊺kArk
p⊺kApk

= −
r⊺kApk
p⊺kApk

. (4.24)
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为了进一步减少运算量, 我们将上式进行改写: 等式 (4.21) 两边左乘 r⊺k+1 得

r⊺k+1rk+1 = r⊺k+1rk − ξk+1rk+1Apk+1 = −ξk+1r⊺k+1Apk+1

故 ξk+1 = −
r⊺k+1rk+1

r⊺k+1Apk+1
. 所以 ξk = −

r⊺krk
r⊺kApk

, 即 r⊺kApk = −r⊺krk/ξk. 代入 (4.24) 得

µk = −
r⊺kApk
p⊺kApk

=
r⊺krk

p⊺kApk
· 1
ξk

=
r⊺krk

p⊺kApk
·

p⊺kApk
r⊺k−1rk−1

=
r⊺krk

r⊺k−1rk−1
. (4.25)

综合公式 (4.20), (4.21), (4.22) 和 (4.23), (4.25) 即可得 CG 方法的迭代格式:

pk+1 = rk + µkpk, 其中 µk = r⊺krk/r⊺k−1rk−1,

x(k+1) = x(k) + ξk+1pk+1,

rk+1 = rk − ξk+1Apk+1, 其中 ξk+1 = r⊺krk/p⊺k+1Apk+1.
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需要指出的是, 以上递推公式是从 k = 1 开始的.

因此 k = 0 时的计算公式需要另外推导.

 p1 的计算: 由 p̃1 的定义可知 p̃1 = P̃1 = V1L−⊺
1 = v1. 因此

p1 = τ0p̃1 = βv1 = r0.

 x(1) 的计算: 由 Lanczos 过程可知 T1 = α1 = v⊺1Av1, 注意到 β2 = r⊺0r0, 所以

x(1) = x(0) + V1T−1
1 (βe1) = x(0) + β

v⊺1Av1
v1 = x(0) + r⊺0r0

p⊺1Ap1
p1.

令 ξ1 =
r⊺0r0

p⊺1Ap1
(之前的公式只对 k ≥ 1 有定义), 则递推公式对 k = 0 仍然成立.
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 r1 的计算:

r1 = b−Ax(1) = b−Ax(0) − r⊺0r0
p⊺1Ap1

Ap1 = r0 − ξ1Ap1,

即当 k = 0 时关于 rk+1 的递推公式也成立.

综合公式 (4.20), (4.21), (4.22) 和 (4.23), (4.25) 即可得 CG 方法.
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算法 8 共轭梯度法 (CG)
1: 给定初值 x(0), (相对) 精度要求 ε > 0 和最大迭代步数 IterMax
2: 计算 r0 = b−Ax(0) 和 β = ∥r0∥2
3: for k = 1 to IterMax do
4: ρ = r⊺k−1rk−1

5: if k > 1 then
6: µk−1 = ρ/ρ0, pk = rk−1 + µk−1pk−1

7: else
8: pk = r0
9: end if

10: qk = Apk, ξk = ρ/(p⊺kqk)

11: x(k) = x(k−1) + ξkpk, rk = rk−1 − ξkqk
12: relres = ∥rk∥2/β
13: if relres < ε, then break, end if
14: ρ0 = ρ

15: end for
16: if relres < ε, 输出近似解 x(k) 及相关信息
17: else 输出算法失败信息
18: end if
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注记

(1) 在优化领域, CG 方法中的向量 pk 称为搜索方向, 而 ξk 称为步长.
因此, 搜索方法是 A 共轭的, 这就是方法名称的由来.

(2) 在 CG 方法中, 只需要额外存储四个向量 x, p, Ap 和 r,
每步迭代的主要运算为一个矩阵向量乘积和两个内积.
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CG 方法的最优性质

定理 设 A 对称正定, 则

x(k) = arg min
x∈x(0)+Kk

∥x− x∗∥A (4.26)

当且仅当

x(k) ∈ x(0) +Kk 且 b−Ax(k) ⊥ Kk. (4.27)

(板书)
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注记

 GMRES 极小化残量的 2-范数, CG 方法极小化绝对误差的 A 范数或残量的 A−1

范数.

 如果 A 对称, 但不定, 此时 A 范数就没有定义, 因此最优性结论不再成立.

从方法推导过程可知, 此时仍可以使用 CG 方法, 但由于 LDL⊺ 分解不一定存在,
因此方法可能会中断.
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例 考虑带齐次 Dirichlet 边界条件的 Poisson 方程: (CG_Poisson2D.m)

−∆u(x, y) = f(x, y), (4.28)

(x, y) ∈ Ω ≜ [0, 1]× [0, 1]

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω.

用五点差分离散, 步长为 hx = hy = 1/(N + 1), 得代数方程组

(I⊗ T + T⊗ I)u = h2f.

其中 T = tridiag(−1, 2,−1), D = tridiag(−1/2, 0, 1/2).
由于系数矩阵是对称正定的, 因此用 CG 方法求解. 最大迭代步数设为 IterMax = N2, 迭
代终止条件

∥rk∥2
∥r0∥2

≤ tol ≜ 10−6.
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设解析解为 u(x, y) = sin(2πx) sin(3πy) , 则 f(x, y) = 13π2 sin(2πx) sin(3πy).

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
10-6

10-4

10-2

100

102
CG convergence history

n = 32 时的相对残量下降曲线和数值解

b 注: 程序里的初始向量是一个随机向量, 如果取零向量, 大家试试结果会怎样.
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443 极小残量法 (MINRES)

假定 A 对称, 但不定, 此时 CG 方法不再适用.

与 GMRES 方法类似, 我们可以取约束空间为 Lk = AKk, 即

find x(k) ∈ x(0) +Kk such that b−Ax(k) ⊥ AKk

这就是 极小残量法 (MINRES).

MINRES 可以看作是 GMRES 的对称情形, 但由于 A 对称, 因此在计算 Kk 的单位正
交基时, 可以采用 Lanczos 算法, 即三项递推方法, 从而节省运算量.
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MINRES 方法的最优性质

与 GMRES 方法类似, MINRES 具有下面的最优性质.

定理 设 A ∈ Rn×n 是对称矩阵, x(k) ∈ x(0) + Kk 是 MINRES 方法迭代 k 步后得到的近
似解, 则

x(k) = arg min
x∈x(0)+Kk

∥b−Ax∥2,

即 x(k) 是残量在仿射空间 x(0) +Kk 中的唯一最小值点.
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算法推导

由 GMRES 的推导过程可知, 当 MINRES 方法迭代 k 步之后, 近似解可表示为

x(k) = x(0) + Vkyk, (4.29)

其中

yk = arg min
y∈Rk
∥βe1 − Tk+1,ky∥2. (4.30)

这里 Tk+1,k 是由 Lanczos 算法生成的 (k + 1)× k 的上 Hessenberg 矩阵

Tk+1,k =



α1 β1

β1
. . . . . .
. . . . . . βk−1

βk−1 αk

βk


.
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最小二乘问题的求解

我们仍然用 QR 分解来求解最小二乘问题 (4.30). 设
Tk+1,k = Q⊺

k+1Rk+1,k

由于 Tk+1,k 是三对角的, 所以 Rk+1,k 也只有三条对角线非零, 即

Rk+1,k =



τ
(1)
1 τ

(2)
1 τ

(3)
1

τ
(1)
2 τ

(2)
2 τ

(3)
2

. . . . . . . . .
τ
(1)
k−2 τ

(2)
k−2 τ

(3)
k−2

τ
(1)
k−1 τ

(2)
k−1

τ
(1)
k

0 · · · · · · 0


(k+1)×k

≜
[

Rk

0

]
,

其中 Rk 是由 Rk+1,k 的前 k 行组成的 k 阶矩阵.
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于是, 我们有

∥βe1 − Tk+1,ky∥2 = ∥βe1 −Q⊺
k+1Rk+1,k y)∥2

=

∥∥∥∥∥Qk+1(βe1)−
[

Rk

0

]
y
∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥βq1 −
[

Rky
0

]∥∥∥∥∥
2

,

其中 q(k+1)
1 是由 Qk+1 的第 1 列. 如果 Rk 非奇异, 则最小二乘问题 (4.30) 的解为

yk = βR−1
k q(k+1)

1 (1 :k)

其中 q(k+1)
1 (1 :k) 表示 q(k+1)

1 的前 k 个分量组成的向量. 因此,

x(k) = x(0) + βVkR−1
k q(k+1)

1 (1 :k) (4.31)

残量范数为
∥rk∥2 = ∥βe1 − Tk+1,kyk∥2 = β|q(k+1)

1 (k + 1)|.
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QR 分解的递推算法

与 GMRES 类似, 可通过递推方法利用一次 Givens 变换得到 Tk+1,k 的 QR 分解.

假定 Tk,k−1 的 QR 分解为

Tk,k−1 = (Gk−1Gk−2 · · ·G1)
⊺Rk,k−1 = Q⊺

kRk,k−1,

Rk,k−1 =



τ
(1)
1 τ

(2)
1 τ

(3)
1

τ
(1)
2 τ

(2)
2 τ

(3)
2

. . . . . . . . .
. . . . . . τ

(3)
k−3

. . . τ
(2)
k−2

τ
(1)
k−1

0 · · · · · · 0


.
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因此,

Tk+1,k =


Tk,k−1

0...
0

βk−1

αk

0 βk


=

[
Q⊺

k 0

0 1

]


Rk,k−1 Qk


0...
0

βk−1

αk


0 βk


≜
[

Q⊺
k 0

0 1

]
T̃k+1,k,

其中 Qk


0...
0

βk−1

αk

 = Gk−1Gk−2 · · ·G1


0...
0

βk−1

αk

 = Gk−1Gk−2


0...
0

βk−1

αk

 =



0...
τ
(3)
k−2

τ
(2)
k−1

α̃k


.
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构造 Givens 变换 Gk =

Ik−1

ck sk

−sk ck

 ∈ R(k+1)×(k+1),

(
针对

[
α̃

βk

])

消去 T̃k+1,k 最后一列的最后一个元素 βk, 即选取

ck =
α̃k

τ
(1)
k
, sk =

βk

τ
(1)
k

其中 τ
(1)
k =

√
α̃2

k + β2k .

由于 Rk,k−1 的最后一行全为 0, 且左乘 Gk 只会影响 T̃k+1,k 的最后两行, 因此

GkT̃k+1,k =


Rk,k−1

0...
0

τ
(3)
k−2

τ
(2)
k−1

τ
(1)
k

0 0


=



τ
(1)
1 τ

(2)
1 τ

(3)
1

. . . . . . . . .
. . . . . . τ

(3)
k−3

. . . τ
(2)
k−2 τ

(3)
k−2

τ
(1)
k−1 τ

(2)
k−1

τ
(1)
k

0 · · · · · · 0


≜ Rk+1,k.
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于是我们就得到 Tk+1,k 的 QR 分解

Tk+1,k = Q⊺
k+1Rk+1,k,

其中 (这里我们假定 Givens 变换 Gi 的维数是自动增长的)

Qk+1 = Gk

[
Qk 0

0 1

]
= GkGk−1 . . .G1.

需要指出的是, Rk,k−1 是 Rk+1,k 的前 k 行和前 k− 1 列.

因此, Rk−1 是 Rk 的 k− 1 阶顺序主子矩阵.
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x(k) 的递推计算公式

x(k) = x(0) + βVkR−1
k q(k+1)

1 (1 :k)

 设 Pk = [p1, p2, . . . , pk] ≜ VkR−1
k , 通过直接计算, 由 PkRk = Vk 可知

p1 = v1/τ (1)1 , p2 =
(

v2 − τ (2)1 p1
)
/τ

(1)
2 , (4.32)

pi =
(

vi − τ (2)i−1pi−1 − τ (3)i−2pi−2

)
/τ

(1)
i , i = 3, 4, . . . , k.

又 Vk = [Vk−1, vk], 且 Rk−1 是 Rk 的 k− 1 阶顺序主子矩阵, 所以

Pk = [Pk−1, pk].
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 用 ξ(k) 表示 βq(k+1)
1 (1 :k), 即

βq(k+1)
1 =

[
ξ(k)

ξ̃k+1

]
,

又

Qk+1 = Gk

[
Qk 0

0 1

]
,

所以 q(k+1)
1 (1 :k− 1) = q(k)1 (1 :k− 1), 即 q(k+1)

1 和 q(k)1 的前 k− 1 个分量相同, 其中 q(k)1

表示 Qk 的第 1 列.

于是我们可以得到 ξ(k) 和 ξ(k−1) 之间的关系式:

ξ(k) =

[
ξ(k−1)

ξk

]
, k = 2, 3, . . . ,

其中 ξk 表示 ξ(k) 的最后一个分量.
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因此 ξ(k) 可以表示为

ξ(k) = [ξ1, ξ2, . . . , ξk]
⊺
, k = 1, 2, . . . .

于是

x(k) = x(0) + VkR−1
k (βq(k+1)

1 (1 :k))

= x(0) + Pkξ
(k) = x(0) + [Pk−1, pk]

[
ξ(k−1)

ξk

]
= x(k−1) + ξkpk , (4.33)

其中 pk 可通过递推公式 (4.32) 来计算, 而 ξk 是 βq(k+1)
1 的第 k 个分量, 且

βq(k+1)
1 = βQk+1e1 = GkGk−1 · · ·G1(βe1),

即向量 βq(k+1)
1 可以通过将 Givens 变换依次作用在 βe1 上得到.
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残量范数的计算

∥rk∥2 = ∥b−Ax(k)∥2 = |βq(k+1)
1 (k + 1)| = |ξ̃k+1|,

其中 ξ̃k+1 是 βq(k+1)
1 的最后一个分量.

MINRES 迭代格式

x(k) = x(k−1) + ξkpk

pk =
(

vk − τ
(2)
k−1pk−1 − τ

(3)
k−2pk−2

)
/τ

(1)
k

βq(k+1)
1 = GkGk−1 · · ·G1(βe1),


τ
(3)
k−2

τ
(2)
k−1

τ
(1)
k
0

 = GkGk−1Gk−2


0

βk−1

αk

βk
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算法 9 Minimal Residual (MINRES) Method
1: 给定初值 x(0), (相对) 精度要求 ε > 0 和最大迭代步数 IterMax
2: 计算 r0 = b−Ax(0) 和 β = ∥r0∥2
3: 令 β0 = 0, v0 = 0, p−1 = 0, p0 = 0

4: v1 = r0/β, ξ = βe1
5: for k = 1 to IterMax do
6: wk = Avk − βk−1vk−1, αk = (wk, vk), wk = wk − αkvk, βk = ∥wk∥2
7: if k > 2 then % apply Gk−1Gk−2 to the last column of Tk+1,k

8:

[
τ
(3)
k−2

β̃k−1

]
=

[
ck−2 sk−2

−sk−2 ck−2

][
0

βk−1

]
9: end if

10: if k > 1 then

11:

[
τ
(2)
k−1

α̃k

]
=

[
ck−1 sk−1

−sk−1 ck−1

][
β̃k−1

αk

]
12: end if
13: if |α̃k| > |βk| then % form the Givens rotation Gk
14: set ck = 1√

1+γ2
, sk = ckγ where γ = βk/α̃k
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15: else
16: set sk = 1√

1+γ2
, ck = skγ where γ = αk/β̃k

17: end if
18: τ

(1)
k = ckα̃k + sjβk % apply Gk to last column of T̃k+1,k

19:

[
ξk
ξk+1

]
=

[
ck sk
−sk ck

][
ξk
0

]
% apply Gk to ξ

20: pk =
(

vk − τ (2)k−1pk−1 − τ (3)k−2pk−2

)
/τ

(1)
k where p0 = p−1 = 0

21: x(k) = x(k−1) + ξkpk
22: relres = |ξk+1|/β
23: if relres< ε, then break, end if % check convergence
24: vk+1 = wk/βk
25: end for
26: if relres< ε, 输出近似解 x(k) 及相关信息
27: else 输出算法失败信息
28: end if
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MINRES vs GMRES

 MINRES 充分利用了系数矩阵的对称性, 这使得每步迭代的运算量不会随着迭代
步数的增加而增加;

 在迭代过程中, 我们不需要存储所有的 vi 和 pi, 因此存储量也与迭代步数无关.

注记

CG 方法也可以用来求解对称不定线性方程组, 但可能会产生中断. 关于对称不定线性
方程组的 CG 方法和 MINRES 方法的收敛性态比较, 可以参见相关文献.
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MINRES 的缺点

 在 MINRES 中, 我们用三项递推进行正交化, 随着迭代步数的增加, 舍入误差可能
会影响正交性.

 有学者指出, 在 MINRES 中, 舍入误差是按 κ(A)2 的速度增长的. 而在 GMRES
中, 舍入误差只按 κ(A) 的速度增长. 因此, 对于坏条件问题, 在使用 MINRES 需
要加倍小心, 特别是迭代步数比较大的情况下.

 另一种替代方法 — SYMMLQ 方法.
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444 SYMMLQ 方法

SYMMLQ (Symmetric LQ) 方法是求解对称线性方程组的另外一种方法, 其收敛速
度可能不如 MINRES, 但对于坏条件问题, SYMMLQ 通常比 MINRES 更稳定.

在 SYMMLQ 方法中, 我们取 L = K, 即

find x(k) ∈ x(0) +Kk such that b−Ax(k) ⊥ Kk

- 当 A 对称正定时, SYMMLQ 方法与 CG 方法是等价的.
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近似解的表示

设 x(k) 是 SYMMLQ 在 x(0) +Kk 中找到的近似解, 则 x(k) 可表示为

x(k) = x(0) + Vkyk, 其中 yk = T−1
k (βe1).

如果 A 不定, 则 Tk 也不定, 因此无法使用 LDL⊺ 分解来求解 yk.

 此时, 我们改为对 Tk 进行 LQ 分解 (类似于 QR 分解), 即

Tk = L̃kQk, (4.34)

其中 L̃k ∈ Rk×k 是下三角矩阵, Qk ∈ Rk×k 是正交矩阵. 于是

x(k) = x(0) + VkT−1
k (βe1) = x(0) + VkQ⊺

kL̃−1
k (βe1) = x(0) + P̃kz̃(k) ,

其中
P̃k ≜ VkQ⊺

k ∈ Rn×k, z̃(k) ≜ L̃−1
k (βe1) ∈ Rk.
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LQ 分解的递推算法

Ê 由于 Tk 是三对角矩阵, 因此 Tk 的 LQ 分解可以通过 Givens 变换实现

Ë Tk+1 的 LQ 分解可以在 Tk 的 LQ 分解基础上, 通过一次 Givens 变换得到

▶ 当 k = 1 时, Tk = α1, 令 L = 1, Q = α1 即可.

▶ 当 k = 2 时, T2 =

[
α1 β1

β1 α2

]
, 只需一次 Givens 变化即可.

▶ 设 Tk 的 LQ 分解为

Tk = L̃k(G1G2 · · ·Gk−1)
⊺ ≜ L̃kQk,

其中 Qk = (G1G2 · · ·Gk−1)
⊺. 这里 Gi 是 Givens 变换.
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由于 Tk 是三对角, 因此 L̃k = TkQ⊺
k 只有三条对角线非零, 即

L̃k =



l(1)1

l(2)2 l(1)2

l(3)3 l(2)3 l(1)3

. . . . . . . . .
l(3)k−1 l(2)k−1 l(1)k−1

l(3)k l(2)k l̃(1)k


.

- 这里是对 Tk 做 LQ 分解, 不是对 Tk+1,k 做 LQ 分解.

- L̃k 最右下角的元素上面有个波浪号, 是用于区分 L̃k 和 Lk, 其中 Lk 表示 L̃k+1 的 k
阶顺序主子矩阵. 后面会看到, L̃k 并不是 L̃k+1 的子矩阵.
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令

Q̃k+1 ≜
[

Qk 0

0 1

]
∈ R(k+1)×(k+1),

则

Tk+1Q̃⊺
k+1 =


Tk

0...
0

βk

0 · · · 0 0 βk αk+1


[

Q⊺
k 0

0 1

]
=


L̃k

0...
0

βk

0 · · · 0 l(3)k+1 β̃k αk+1

 ,

其中 [
0 · · · 0 l(3)k+1 β̃k

]
=
[
0 · · · 0 0 βk

]
Q⊺

k =
[
0 · · · 0 0 βk

]
Gk−1.

即 l(3)k+1 = −sk−1βk, β̃k = ck−1βk.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 98/180



构造 Givens 变换, 作用到 Tk+1Q̃⊺
k+1 的最后两列上, 消去最后一列中的 βk, 即

G⊺
k =

Ik−1

ck sk

−sk ck

 ∈ R(k+1)×(k+1), ck =
l̃(1)k

l(1)k
, sk =

βk

l(1)k
, l(1)k =

√(̃
l(1)k

)2
+ β2k .

令 Qk+1 = G⊺
kQ̃k+1. 由于右乘 Gk 时只会影响到最后两列的元素, 所以

Tk+1Q⊺
k+1=


L̃k

0...
0

βk

0 · · · 0 l(3)k+1 β̃k αk+1

Gk=



l(1)1 0

l(2)2 l(1)2

...

l(3)3 l(2)3 l(1)3

...
. . . . . . . . . ...

l(3)k l(2)k l(1)k 0

0 · · · 0 l(3)k+1 l(2)k+1 l̃(1)k+1


≜ L̃k+1

于是, 我们就得到 Tk+1 的 LQ 分解 Tk+1 = L̃k+1Qk+1
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记 L̃k 的 k− 1 阶顺序主子矩阵为 Lk−1, L̃k+1 的 k 阶顺序主子矩阵为 Lk.

由于 Lk 和 L̃k 只有第 (k, k) 元素不同, 因此 Lk−1 是 Lk 的 k− 1 阶顺序主子矩阵.

递推关系: Lj−1 是 Lj 的 j− 1 阶顺序主子矩阵, j = 1, 2, ....

令 z(k) = L−1
k (βe1) ∈ Rk. 由于 z̃(k) = L̃−1

k (βe1), 所以

z(k) =
[

z(k−1)

zk

]
, z̃(k) =

[
z(k−1)

z̃k

]
,

其中 z(k−1) = L−1
k−1(βe1), 因此, 我们可以将 z(k) 和 z̃(k) 写为

z(k) = [z1, . . . , zk−1, zk]
⊺
, z̃(k) = [z1, . . . , zk−1, z̃k]

⊺
, k = 1, 2, . . . ,

其中 z̃k =
l(1)k zk

l̃(1)k
.
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由 Lkz(k) = βe1 可知 z1 = β/l(1)1 , z2 = −l(2)2 z1/l(1)2 ,

zi = −
(

l(3)i zi−2 + l(2)i zi−1

)
/l(1)i , i = 3, 4, . . . , k.

(4.35)

分别记 P̃k = VkQ⊺
k 和 P̃k+1 = Vk+1Q⊺

k+1 的前 k− 1 列和前 k 列为 Pk−1 和 Pk, 则

P̃k+1 = Vk+1Q⊺
k+1 = [Vk, vk+1]

[
Q⊺

k 0

0 1

]
Gk

=
[
P̃k, vk+1

]
Gk = [Pk−1, p̃k, vk+1]


Ik−1

ck sk

−sk ck


= [Pk−1, pk, p̃k+1] = [Pk, p̃k+1] , (4.36)

因此, Pk 和 Pk−1 有下面的递推关系 Pk = [Pk−1, pk] , 所以, Pk 可统一写为

Pk = [p1, p2, . . . , pk], k = 1, 2, . . . .
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易知 p̃1 = P̃1 = v1, 由 (4.36) 可知

pk = ckp̃k − skvk+1, p̃k+1 = skp̃k + ckvk+1, k = 1, 2, . . . .

令 x̃(k) = x(0) + Pkz(k) , k = 1, 2, . . ., 则

x̃(k) = x(0) + Pkz(k) = x(0) + [Pk−1, pk]

[
z(k−1)

zk

]
= x̃(k−1) + zkpk, k = 1, 2, . . . . (4.37)

于是有

x(k+1) = x(0) + P̃k+1z̃(k+1) = x(0) + [Pk, p̃k+1]

[
z(k)

z̃k+1

]
= x(0) + Pkz(k) + z̃k+1p̃k+1 = x̃(k) + z̃k+1p̃k+1. (4.38)

有了这个关系式后, 我们在实际计算中只需计算 x̃(k).
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残量范数的计算

与 FOM 类似, 我们可得

rk = b−Ax(k) = −βk(e⊺kyk)vk+1, =⇒ ∥rk∥2 = |βk(e⊺kyk)|.

Z 需要计算 yk = T−1
k (βe1).

但事实上, 我们只需知道 yk 最后一个分量即可.

注意到 Tk 是对称的, 因此 T⊺
kyk = Tkyk = βe1, 所以 L̃⊺

kyk = Qk(βe1).

观察上述等式两边的最后一个元素可知

l̃(1)k e⊺kyk = e⊺kL̃⊺
kyk = e⊺kQk(βe1)

= βe⊺k(G1G2 · · ·Gk−1)
⊺e1 = β(G1G2 · · ·Gk−1ek)

⊺e1 = βs1s2 · · · sk−1.
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由 Givens 变换 Gk 的具体构造公式可知, sk̃l(1)k + ckβk = 0. 所以

rk = −βk(e⊺kyk)vk+1 = −
(
βs1s2 · · · sk−1βk/̃l(1)k

)
vk+1 = (βs1s2 · · · sk−1sk/ck)vk+1,

因此

∥rk∥2 = |βs1s2 · · · sk−1sk/ck| = |ck−1sk/ck| · ∥rk−1∥2.
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算法 10 SYMMLQ 方法
1: 给定初值 x(0), (相对) 精度要求 ε > 0 和最大迭代步数 IterMax
2: 计算 r0 = b−Ax(0) 和 β = ∥r0∥2
3: v1 = r0/β, p1 = v1, ξ0 = β, x̃(0) = x(0)

4: for k = 1, 2, . . . , do
5: wk = Avk − βk−1vk−1 where β0 = 0 and v0 = 0

6: αk = (wk, vk)

7: w̃k = wk − αkvk

8: βk = ∥w̃k∥2
9: if k = 1 then

10: l̃(1)k = αk

11: end if
12: if k = 2 then
13: β̃k−1 = βk−1

14: end if
15: if k > 2 then % apply Gk−2 to the last row of Tk
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16:
[
l(3)k β̃k−1

]
=
[
0 βk−1

] [ ck−2 sk−2

−sk−2 ck−2

]
17: end if
18: if k > 1 then % form the Givens rotation Gk−1

19: if |̃l(1)k−1| > |βk−1| then
20: set ck−1 = 1√

1+γ2
, sk−1 = −ck−1γ where γ = βk−1/̃l(1)k−1

21: else
22: set sk−1 = 1√

1+γ2
, ck−1 = −sk−1γ where γ = l̃(1)k−1/βk−1

23: end if
24: end if
25: if k > 1 then % apply Gk−1 to the last two columns of TkQ̃k−1

26: l(1)k−1 =

√(̃
l(1)k−1

)2
+ β2

k−1

27:
[
l(2)k l̃(1)k

]
=
[
β̃k−1 αk

] [ ck−1 sk−1

−sk−1 ck−1

]
28: end if
29: if k = 2 then % compute zk
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30: z1 = β/l(1)1

31: end if
32: if k = 3 then
33: z2 = −l(2)2 z1/l(1)2

34: end if
35: if k > 3 then
36: zk−1 = −

(
l(3)k−1zk−3 + l(2)k−1zk−2

)
/l(1)k−1

37: end if
38: if k = 1 then % compute pk

39: p̃1 = v1
40: end if
41: if k > 1 then
42: pk−1 = ck−1p̃k−1 − sk−1vk

43: p̃k = sk−1p̃k−1 + ck−1vk

44: end if
45: if k > 1 then % update x̃(k)
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46: x̃(k−1) = x̃(k−2) + zk−1pk−1

47: end if
48: if k > 1 then % check convergence
49: ξk−1 = (ck−2sk−1/ck−1) ξk−2

50: if |ξk−1| < ε then
51: x(k) = x̃k−1 +

(
l(1)k zk/̃l(1)k

)
p̃k

52: stop
53: end if
54: end if
55: vk+1 = w̃k/βk

56: end for
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注记

b 由 rk = −βk(e⊺kyk)vk+1 可知, 在 SYMMLQ 方法中, 残量是相互正交的.

b 如果 A 是对称正定的, 则 SYMMLQ 与 CG 等价, 此时 SYMMLQ 极小化 ∥x(k) −
x∗∥A. 如果 A 是不定的, 则没有这个最优性质. 但可以证明, SYMMLQ 在仿射空
间 x(0) + AKk(A, r0) 中极小化 ∥x(k) − x∗∥2.
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45 收敛性分析

4.5 收敛性分析

4.5.1 CG 方法的收敛性

4.5.2 GMRES 方法的收敛性
https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/IMP

 从理论上讲, 如果不考虑舍入误差的影响, Krylov 子空间方法都将在 n 个迭代步
内终止. 但在实际应用中, 我们通常希望收敛时的迭代步数远远小于 n. 另一方面,
由于舍入误差的存在, 使得方法不一定都能在 n 步内收敛.

 收敛性分析不仅仅是给出理论上的结果, 而且还能用来帮助我们改善方法.



451 CG 方法的收敛性

最优性质

∥x(k) − x∗∥A = min
x∈x(0)+Kk(A,r0)

∥x− x∗∥A

记 Pk 为所有次数不超过 k 的实系数多项式组成的集合, 则

Kk(A, r0) = {z = p(A)r0 : p ∈ Pk−1}

设 x ∈ x(0) +Kk(A, r0), 则存在多项式 p(t) ∈ Pk−1 使得

x = x(0) + p(A)r0.
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误差分析

记 ε0 ≜ x(0) − x∗, 则

x− x∗ = ε0 + p(A)(b−Ax(0)) = ε0 + p(A)(Ax∗ −Ax(0)) =
(
I−Ap(A)

)
ε0.

于是

∥x− x∗∥2A = ε
⊺
0

(
I−Ap(A)

)⊺A
(
I−Ap(A)

)
ε0 ≜ ε

⊺
0q(A)

⊺Aq(A)ε0

其中 q(t) = 1− t p(t) ∈ Pk 满足 q(0) = 1.

 令 A = QΛQ⊺, 其中 Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), λi > 0.
记 y = [y1, y2, . . . , yn]

⊺ ≜ Q⊺ε0.
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∥x(k) − x∗∥2A = min
x∈x(0)+Kk(A,r0)

∥x− x∗∥2A

= min
q∈Pk, q(0)=1

ε
⊺
0q(A)

⊺Aq(A)ε0

= min
q∈Pk, q(0)=1

ε
⊺
0Qq(Λ)⊺Λq(Λ)Q⊺

ε0

= min
q∈Pk, q(0)=1

y⊺q(Λ)⊺Λq(Λ)y

= min
q∈Pk, q(0)=1

n∑
i=1

y2i λiq(λi)
2

≤ min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

{q(λi)
2}

n∑
i=1

y2i λi

= min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

{q(λi)
2} y⊺Λy

= min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

{q(λi)
2} ε⊺0Aε0 = min

q∈Pk, q(0)=1
max
1≤i≤n

{q(λi)
2} ∥ε0∥2A

∥x(k) − x∗∥2A
∥x(0) − x∗∥2A

≤ min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

{q(λi)
2}



定理 设 A ∈ Rn×n 对称正定, 则由 CG 方法得到的近似解 x(k) 满足

∥x(k) − x∗∥A
∥x(0) − x∗∥A

≤ min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

|q(λi)|. (4.39)

注记

 需要指出的是, (4.39) 中上界是紧凑的, 即对任意 k, 总存在某个右端项 b 或某个
初始值 x(0) (与 k 和 A 有关), 使得 (4.39) 中的等号成立. 也就是说, (4.39) 中的上
界描述了 CG 方法在最坏情况下的收敛情况.

 由于 (4.39) 中的上界依赖于 A 的所有特征值. 在通常情况下, A 的特征值是很难
计算的, 因此该结论缺乏实用性.
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上界的缩放

如果我们知道 A 的最大和最小特征值, 则可缩放为

∥x(k) − x∗∥A
∥x(0) − x∗∥A

≤ min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

|q(λi)| ≤ min
q∈Pk, q(0)=1

max
λmin≤λ≤λmax

|q(λ)|.

利用 Chebyshev 多项式的性质, 我们可以得到下面的结论.

定理 设 A ∈ Rn×n 对称正定, 且其最大与最小特征值分别为 λmax 和 λmin, 则

∥x(k) − x∗∥A
∥x(0) − x∗∥A

≤ 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)k

, (4.40)

其中 κ(A) = λmax/λmin 是 A 的 (谱) 条件数.
(板书)
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注记

 需要注意的是, 上界 (4.39) 和 (4.40) 有着本质性的差异. 它们的值可能会相差很
大.
所以 (4.40) 并不能完全描述 CG 方法的收敛性质.

 A 的条件数越小, 则收敛越快.
但 A 的条件数很大却并不一定表明 CG 收敛会很慢.

 在很多实际应用中, 人们观察到 CG 方法往往具有超收敛性, 即方法的平均收敛速
度随着迭代步数的增加而不断加快.
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CG 方法的超收敛性

定理 设 A 对称正定, 且其特征值为

0 < λn ≤ · · · ≤ λn+1−i ≤ b1 ≤ λn−i ≤ · · · ≤ λj+1 ≤ b2 ≤ λj ≤ · · · ≤ λ1.

则当 k ≥ i + j 时有

∥x(k) − x∗∥A
∥x(0) − x∗∥A

≤ 2

(
b− 1

b + 1

)k−i−j
max

λ∈[b1,b2]

{ n∏
ℓ=n+1−i

(
λ− λℓ
λℓ

) j∏
ℓ=1

(
λℓ − λ
λℓ

)}
,

其中

b =

(
b2
b1

) 1
2

≥ 1.
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若 A 的特征值聚集在 1 附近, 即除了有限多个特征值外, 其余都在 [1− ε, 1 + ε] 中.

推论 设 A 对称正定, 特征值为

0 < δ ≤ λn ≤ · · · ≤ λn+1−i ≤ 1− ε ≤ λn−i ≤ · · · ≤ λj+1 ≤ 1 + ε ≤ λj ≤ · · · ≤ λ1.

则当 k ≥ i + j 时有

∥x(k) − x∗∥A
∥x(0) − x∗∥A

≤ 2

(
1 + ε

δ

)i
εk−i−j.
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CG 收敛性举例

1 n = 64;
2 tol = 1e-12;
3

4 % 特征值均匀分布
5 Lambda = linspace(1,100,n);
6 A = Q*diag(Lambda)*Q';
7 ... ...
8

9 % 特征值聚集分布
10 m = 10;
11 Lambda = [1+(n-1)*rand(m,1); 10*ones(n-m,1)+ 1*rand(n-m,1)];
12 A = Q*diag(Lambda)*Q';
13 ... ... (CG_superconvergence.m)
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452 GMRES 方法的收敛性

GMRES 最优性质

∥b−Ax(k)∥2 = min
x∈x(0)+Kk(A,r0)

∥b−Ax∥2
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正规矩阵情形

 设 A 是正规矩阵, 即 A = UΛU∗ , 其中 Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), λi ∈ C.

 设 x ∈ x(0) +Kk(A, r0), 则存在多项式 p(t) ∈ Pk−1 使得 x = x(0) + p(A)r0. 于是

b−Ax = b−Ax(0) −Ap(A)r0 = (I−Ap(A))r0 ≜ q(A)r0, (4.41)

其中 q(t) = 1− t p(t) ∈ Pk 满足 q(0) = 1. 直接计算可知

∥b−Ax∥2 = ∥q(A)r0∥2 = ∥Uq(Λ)U∗r0∥2 ≤ ∥U∥2∥U∗∥2∥q(Λ)∥2∥r0∥2 = ∥q(Λ)∥2∥r0∥2.

 又 Λ 是对角矩阵, 所以

∥q(Λ)∥2 = max
1≤i≤n

|q(λi)|.
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 设 x(k) 是由 GMRES 方法得到的近似解. 由 GMRES 方法的最优性可知

∥b−Ax(k)∥2 = min
x∈x(0)+Kk(A,r0)

∥b−Ax∥2

= min
q∈Pk, q(0)=1

∥q(A)r0∥2

≤ min
q∈Pk, q(0)=1

∥q(Λ)∥2∥r0∥2

= ∥r0∥2 min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

|q(λi)|.

 于是, 我们有下面的结论.

定理 设 A ∈ Rn×n 是正规矩阵, x(k) 是 GMRES 方法得到的近似解, 则

∥b−Ax(k)∥2
∥r0∥2

≤ min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

|q(λi)|. (4.42)

b 需要指出的是, 上界 (4.42) 是紧凑的.
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误差界的缩放

选取一个包含 A 的所有特征值的区域 Ω ⊂ C, 上界缩放为

min
q∈Pk, q(0)=1

max
λ∈Ω
|q(λ)|. (4.43)

通常 Ω 必须是连通的, 否则 (4.43) 的求解非常困难.

- Ω 不能包含原点.
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情形一: Ω 是复平面上的一个圆盘

 由于 A 是实的, 其特征值关于实轴对称, 可设 Ω 以 C(c, 0) 为圆心, 半径为 r > 0

(假定 r < |c|, 即原点不在 Ω 内)

 定义多项式 qk(z) =
(

c− z
c

)k
, 则 qk(z) ∈ Pk 且 qk(0) = 1. 所以

min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

|q(λi)| ≤ max
1≤i≤n

|qk(λi)| = max
1≤i≤n

∣∣∣∣c− λi
c

∣∣∣∣k ≤ rk

|c|k .

由此可见, 当 r 越小或 c 越大时, 右式趋向于 0 的速度就越快.

结论

设 A 是正规矩阵, 其特征值包含在一个圆盘内, 则圆盘的半径越小或者圆心离原
点越远, 则 GMRES 收敛越快.
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情形二: Ω 是复平面上的一个椭圆盘

 如果用椭圆盘来代替圆盘, 则可得出更紧凑的上界.

 设 A 的特征值全部包含在椭圆盘 E(c, d, a) 内, 其中 d > 0 为焦距, a > 0 为半长轴长,
C(c, 0) 为椭圆中心. 并且假定原点不在椭圆盘内. 如下图所示.

Re(z)

Im(z)

o c
a d Re(z)

Im(z)

o c

a

d
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 假定椭圆盘 E(c, d, a) 的长轴在实轴上.
令 Tk(z) 为复 Chebyshev 多项式, 则

T̃k(z) =
Tk(

c−z
d )

Tk(
c
d)

就是极小极大问题

min
q∈Pk, q(0)=1

max
λ∈E(c,d,a)

|q(λ)| (4.44)

的渐进最优解.

定理 设 A ∈ Rn×n 是正规矩阵, x(k) 是由 GMRES 得到的近似解, 则

∥b−Ax(k)∥2
∥r0∥2

≤
Tk(

a
d)

|Tk(
c
d)|
≈

(
a +
√

a2 − d2

c +
√

c2 − d2

)k
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非正规情形

当 A 不是正规矩阵时, 在一般情况下, GMRES 方法的收敛性很难分析.

 如果 A ∈ Rn×n 是可对角化的, 即 A = XΛX−1 , 则

∥b−Ax(k)∥2 = min
x∈x(0)+Kk(A,r0)

∥b−Ax∥2 = min
q∈Pk, q(0)=1

∥q(A)r0∥2.

相类似地, 我们可以得到下面的结论.

定理 设 A = XΛX−1, x(k) 是 GMRES 方法得到的近似解, 则

∥b−Ax(k)∥2
∥r0∥2

≤ κ(X) min
q∈Pk, q(0)=1

max
1≤i≤n

|q(λi)|,

其中 κ(X) 是 X 的谱条件数.
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注记

 如果 A 接近正规, 则 κ(X) ≈ 1, 此时定理中的上界在一定程度上能描述 GMRES
的收敛速度. 但如果 X 远非正交, 则 κ(X) 会很大, 此时的上界就失去实际意义了.

 需要指出的是, 上面的分析 并不意味着非正规矩阵就一定比正规矩阵收敛慢.
事实上, 对任意一个非正规矩阵, 总存在一个相应的正规矩阵, 使得 GMRES 方法
的收敛速度是一样的 (假定初始残量相同)

虽然 GMRES 的收敛性与 A 的特征值有关, 但并不仅仅取决于特征值的分布.

定理 对任意给定的特征值分布和一条不增的曲线, 总存在一个矩阵 A 和一个右端项 b,
使得 A 具有指定的特征值分布, 且 GMRES 的收敛曲线与给定的曲线相同.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 130/180



如果 A 不可以对角化, 通常会用一个新的极小化问题来近似原来的极小化问题

 事实上, 我们有

∥b−Ax(k)∥2
∥r0∥2

=

min
q∈Pk, q(0)=1

∥q(A)r0∥2

∥r0∥2
≤ max

∥v∥2=1
min

q∈Pk, q(0)=1
∥q(A)v∥2 (4.45)

≤ min
q∈Pk, q(0)=1

∥q(A)∥2. (4.46)

不等式 (4.45) 右端代表的是在最坏情况下的 GMRES 收敛性, 而且是紧凑的.

 可以证明, 当 A 是正规矩阵时, 上界 (4.45) 和 (4.46) 是相等的.

注记

最后需要指出的是, 收敛性也依赖于迭代初值和右端项. 以上结论中的上界描述的都是
最坏情况下的收敛速度. 在实际计算中, 算法的收敛速度可能会比预想的要快得多.
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46 基于双正交化过程的迭代方法

4.6 基于双正交化过程的迭代方法

4.6.1 双正交化过程

4.6.2 BiCG 方法

4.6.3 QMR 方法

https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/IMP



461 双正交化过程

什么是双正交

双正交化过程 (biorthogonalization) 也称为双边 Lanczos 过程 (two-sided Lanczos
Process), 是指同时寻找子空间 K(A, r0) 的一组基 {v1, v2, . . .} 和子空间 K(A⊺, r̃0) 的
一组基 {w1,w2, . . .}, 使得这两组基之间相互正交, 即 (vi,wj) = 0, i ̸= j. 这样做的优点
是可以利用三项递推公式, 从而节省运算量.

双正交化过程也可以看作是将对称矩阵的 Lanczos 过程推广到非对称情形.

 在 Lanczos 过程中, vk+1 是通过将 Avk 与 vk 和 vk−1 正交化后得到的.

 在双正交化过程中, vk+1 则是由 Avk 与 wk 和 wk−1 正交化后所得到.

 同时, wk+1 由 A⊺wk 与 vk 和 vk−1 正交化后得到.
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算法 11 双正交化过程
1: 给定两个非零向量 r0, r̃0 满足 (r̃0, r0) ̸= 0

2: 计算 β = ∥r0∥2, 令 β0 = 0, γ0 = 0

3: v1 = r0/β, w1 = βr̃0/(r̃0, r0) % make sure that w⊺
1v1 = 1

4: for k = 1, 2, . . . , do
5: v̂k+1 = Avk − βk−1vk−1

6: ŵk+1 = A⊺wk − γk−1wk−1

7: αk = (vk, ŵk+1) % αk = w⊺
kAvk

8: ṽk+1 = v̂k+1 − αkvk

9: w̃k+1 = ŵk+1 − αkwk

10: γk =
√
|(ṽk+1, w̃k+1)|

11: if γk = 0, then break, end if % ghost break down
12: βk = (ṽk+1, w̃k+1)/γk % so that βkγk = (ṽk+1, w̃k+1)

13: vk+1 = ṽk+1/γk

14: wk+1 = w̃k+1/βk

15: end for



双正交性

由双正交化过程可知

γkvk+1 = Avk − αkvk − βk−1vk−1, (4.47)

βkwk+1 = A⊺wk − αkwk − γk−1wk−1, k = 1, 2, . . . ,m. (4.48)

引理 设双正交化算法前 m− 1 步不中断, 则向量组 {vk}mk=1 和 {wk}mk=1 双正交, 即

W⊺
mVm = I, (4.49)

其中 Vm = [v1, v2, . . . , vm], Wm = [w1,w2, . . . ,wm].
(板书)

Z 注: βk 和 γk 可自由选取, 只需满足 βkγk = (ṽk+1, w̃k+1), 以确保 (vk+1,wk+1) = 1.
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双正交化过程的性质

将耦合三项递推过程 (4.47) 和 (4.48) 写成矩阵形式即为

AVk = Vk+1Tk+1,k = VkTk + γkvk+1e⊺k ,

A⊺Wk = Wk+1T⊺
k+1,k = WkT⊺

k + βkwk+1e⊺k ,
k = 1, 2, . . . ,m, (4.50)

其中 ek = [0, . . . , 0, 1]⊺ ∈ Rk,

Tk+1,k =



α1 β1

γ1
. . . . . .
. . . . . . βk−1

γk−1 αk

γk


(k+1)×k

.

这里 Tk ∈ Rk×k 是由 Tk+1,k 的前 k 行组成的矩阵.
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由 (4.49) 和 (4.50) 可知

W⊺
kAVk = W⊺

kVkTk + γk(W⊺
kvk+1)e⊺k = Tk, k = 1, 2, . . . ,m. (4.51)

注意, Tk 是三对角矩阵, 但不是对称的. 与 Lanczos 过程类似, 我们有下面的结论.

定理 设算法前 m − 1 步不中断, 则向量组 {vk}mk=1 和 {wk}mk=1 分别是子空间 Km(A, r0)
和 Km(A⊺, r̃0) 的一组基, 且

AVm = VmTm + γmvm+1e⊺m,

A⊺Wm = WmT⊺
m + βmwm+1e⊺m,

W⊺
mAVm = Tm.

- 需要指出的是, 在通常情况下, {vk}mk=1 或 {wk}mk=1 本身并不相互正交.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 137/180



注记

双正交化算法给出了构造 Krylov 子空间的一组基的另一种方法.
▶ 优点是可以利用三项递推公式, 从而能有效地节省运算量.

▶ 缺点是构造出来的基是非正交的, 而且方法更容易中断.
一个常用的补救措施就是所谓的 look-ahead 技术, 此时不要求 W⊺

mVm = I, 而只
要求 W⊺

mVm 是块对角矩阵, 从而尽可能地避免出现中断.
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462 BiCG 方法

BiCG, Bi-Conjugate Gradient

选取 K(A⊺, r̃0) 作为约束空间

find x̃ ∈ x(0) +K(A, r0) such that b−Ax̃ ⊥ K(A⊺
, r̃0). (4.52)

设 x(k) = x(0) + Vkyk 是 BiCG 方法在 x(0) +Kk(A, r0) 中找到的近似解, 则

0 = W⊺
k(b−Ax(k)) = W⊺

k(r0 −AVkyk) = W⊺
kr0 −W⊺

kAVkyk = βW⊺
kv1 − Tkyk.

因此, yk 是下列三对角线性方程组的解 Tky = βW⊺
kv1 = βe1 → 采用 LU 分解求解
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算法 12 BiCG 方法
1: 给定初值 x(0) 和 (相对) 精度要求 ε > 0

2: 计算 r0 = b−Ax(0) 和 β = ∥r0∥2
3: 选取向量 r̃0, 满足 (r0, r̃0) ̸= 0 % 常用的选择是 r̃0 = r0
4: 令 p1 = r0, p̃1 = r̃0
5: for k = 1, 2, . . . do
6: αk = (rk−1, r̃k−1)/(Apk, p̃k)

7: x(k) = x(k−1) + αkpk

8: rk = rk−1 − αkApk

9: if ∥rk∥2/β < ε then % check convergence
10: stop
11: end if
12: r̃k = r̃k−1 − αkA⊺p̃k

13: βk = (rk, r̃k)/(rk−1, r̃k−1)

14: pk+1 = rk + βkpk

15: p̃k+1 = r̃k + βkp̃k

16: end for



注记

 如果 A 对称正定, 且 r̃0 = r0, 则 BiCG 方法就是 CG 方法.

 BiCG 可同时求解 Ax = b 和 A⊺x̃ = b̃ (添加一条语言: x̃(k) = x̃(k−1) + αkp̃k)

 需要指出的是, 如果 Tk 不存在 LU 分解, 则 BiCG 方法就失效.

 如果在方法收敛之前, 存在某个 k 使得 Tk 是奇异的, 则方法同样会失败.

 BiCG 是不稳定的, 同时, 由于不具备最优性质, 收敛曲线也不规则.

下面是 BiCG 方法的一个重要性质.

定理 设 rk, r̃k, pk 和 p̃k 是由 BiCG 方法所产生的, 则当 i ̸= j 时有

(ri, r̃j) = 0 和 (Api, p̃j) = 0.

(留作练习)



463 QMR 方法

QMR, Quasi-Minimal Residual

借鉴 GMRES 的思想, 将求解线性方程组 Tky = βe1 改为求解最小二乘问题:

min
x∈x(0)+Kk(A,r0)

∥b−Ax∥2. (4.53)

这样就能保证残量的范数是递减的.

设 x = x(0) + Vky, 则

b−Ax = r0 −AVky = βv1 −Vk+1Tk+1,ky = Vk+1(βe1 − Tk+1,ky).

于是 (4.53) 就转化为 min
y∈Rk
∥Vk+1(βe1 − Tk+1,ky)∥2

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 142/180



与 GMRES 方法不同的是, 这里的 Vk+1 不是列正交的. 所以求解比较困难.

∥Vk+1(βe1 − Tk+1,ky)∥2 ≤ ∥Vk+1∥2 · ∥βe1 − Tk+1,ky∥2,

因此我们可以通过极小化 ∥βe1 − Tk+1,ky∥2 来给出近似解. 这就是 QMR 方法

find x̃ ∈ x(0) +K(A, r0) such that ∥βe1 − Tk+1,kỹ∥2 = min, (4.54)

注记

 需要注意的是, 在 QMR 方法中, 极小化的是拟残量范数.

 QMR 与 GMRES 非常类似, 只需将 Arnoldi 过程改为双正交化过程即可. 同时,
由于 Tk+1,k 是三对角的, 因此最小二乘问题更容易求解.
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47 免转置迭代方法

4.7 免转置迭代方法

4.7.1 CGS 方法

4.7.2 BiCGSTAB 方法

https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/IMP

在 BiCG 和 QMR 方法中, 都需要利用 A⊺. 但在许多实际问题中, A⊺ 可能无法获得,
或者计算 A⊺ 与向量的乘积比较困难. 因此我们希望在计算过程中避免使用 A⊺. 这就
是 免转置方法 (Transpose-Free Methods).



471 CGS 方法
我们注意到, 当 BiCG 方法迭代 k 步后, 残量可表示为

rk = φk(A)r0, (4.55)

其中 φk ∈ Pk, 且 φk(0) = 1, 称为 残量多项式.

 同时, 代表搜索方向的向量 pk+1 可表示为

pk+1 = ψk(A)r0, ψk ∈ Pk. (4.56)

 我们还注意到, 除了 A 与 A⊺ 的区别外, r̃k 的更新公式与 rk 的更新公式是一样的, 而
p̃k+1 的更新公式则与 pk+1 的更新公式是一样的, 即

r̃k = φk(A⊺
)r̃0, p̃k+1 = ψk(A⊺

)r̃0, k = 1, 2, . . . . (4.57)
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 BiCG 中 αk 和 βk 的计算公式可改写为

αk =
(rk−1, r̃k−1)

(Apk, p̃k)
=

(φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0)
(Aψk−1(A)r0, ψk−1(A⊺)r̃0)

=
(φ2

k−1(A)r0, r̃0)
(Aψ2

k−1(A)r0, r̃0)
,

βk =
(rk, r̃k)

(rk−1, r̃k−1)
=

(φk(A)r0, φk(A⊺)r̃0)
(φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0)

=
(φ2

k(A)r0, r̃0)
(φ2

k−1(A)r0, r̃0)
.

 因此, 计算 αk 和 βk 时不再需要 A⊺.
但需要给出 φ2

k(A)r0 和 ψ2
k(A)r0 的 (递推) 计算方法.
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φ2
k(A)r0 和 ψ2

k(A)r0 的递推算法

 由 rk = rk−1 − αkApk 和 pk+1 = rk + βkpk 可得

φk(A) = φk−1(A)− αkAψk−1(A),

ψk(A) = φk(A) + βkψk−1(A), k = 1, 2, . . . ,

(4.58)

(4.59)

其中 φ0(A) = I, ψ0(A) = I.

 两边平方可得

φ2
k(A) = φ2

k−1(A) + α2
kA2ψ2

k−1(A)− 2αkAφk−1(A)ψk−1(A),

ψ2
k(A) = φ2

k(A) + β2kψ
2
k−1(A) + 2βkφk(A)ψk−1(A).
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 对于交叉项 φk−1(A)ψk−1(A) 和 φk(A)ψk−1(A), 我们有

φk−1(A)ψk−1(A) = φk−1(A)(φk−1(A) + βk−1ψk−2(A))

= φ2
k−1(A) + βk−1φk−1(A)ψk−2(A), k = 2, 3, . . .

φk(A)ψk−1(A) = (φk−1(A)− αkAψk−1(A))ψk−1(A)

= φk−1(A)ψk−1(A)− αkAψ2
k−1(A)

= φ2
k−1(A) + βk−1φk−1(A)ψk−2(A)− αkAψ2

k−1(A), k = 2, 3, . . . .
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 所以, 我们有下面的递推关系式 (为了书写方便, 我们省去变量 A)

φ2
1 = (φ0 − α1Aψ0)

2 = (I− α1A)2,

φ1ψ0 = φ1 = I− α1A, (4.60)

ψ2
1 = (φ1 + β1ψ0)

2 = (φ1 + β1I)2,

和

φ2
k = φ2

k−1 + α2
kA2ψ2

k−1 − 2αkA(φ2
k−1 + βk−1φk−1ψk−2),

φkψk−1 = φ2
k−1 + βk−1φk−1ψk−2 − αkAψ2

k−1, (4.61)

ψ2
k = φ2

k + β2kψ
2
k−1 + 2βkφkψk−1,

k = 2, 3, . . . .
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 记 r̂k = φ2
k(A)r0 , p̂k+1 = ψ2

k(A)r0, q̂k = φk(A)ψk−1(A)r0, 则



r̂k = r̂k−1 + α2
kA2p̂k − 2αkA(r̂k−1 + βk−1q̂k−1)

= r̂k−1 + αkA(αkAp̂k − 2r̂k−1 − 2βk−1q̂k−1),

q̂k = r̂k−1 + βk−1q̂k−1 − αkAp̂k,

p̂k+1 = r̂k + β2k p̂k + 2βkq̂k,

k = 1, 2, . . . ,

其中 r̂0 = r0, p̂1 = r0, q̂0 = 0, β0 = 0,

αk =
(φ2

k−1(A)r0, r̃0)
(Aψ2

k−1(A)r0, r̃0)
=

(r̂k−1, r̃0)
(Ap̂k, r̃0)

,

βk =
(φ2

k(A)r0, r̃0)
(φ2

k−1(A)r0, r̃0)
=

(r̂k, r̃0)
(r̂k−1, r̃0)

.

k = 1, 2, . . . .
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 为了简化计算, 我们引入辅助变量 uk ≜ r̂k + βkq̂k. 于是迭代公式变为

q̂k = uk−1 − αkAp̂k,

r̂k = r̂k−1 + αkA(αkAp̂k − 2uk−1)

= r̂k−1 − αkA(q̂k + uk−1),

p̂k+1 = uk + β2k p̂k + βkq̂k.

k = 1, 2, . . . . (4.62)
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CGS 算法

由于 r̂k = φ2
k(A)r0, 如果 BiCG 方法收敛, 即 ∥rk∥ = ∥φk(A)r0∥ 趋向于 0 (对任意初始

向量都成立), 则 ∥r̂k∥ = ∥φ2
k(A)r0∥ 也趋向于 0, 而且速度可能会更快.

 因此, 我们将 r̂k 对应的向量 x(k) 作为近似解, 即 x(k) 满足

r̂k = b−Ax(k).

 由 (4.62) 可以直接得到 x(k) 的递推公式

x(k) = x(k−1) + αk(q̂k + uk−1) , k = 1, 2, . . . .

 将上面的迭代公式整理后即得 CGS 方法 (Conjugate Gradient Squared)
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算法 13 CGS 方法
1: 给定初值 x(0) 和 (相对) 精度要求 ε > 0

2: 计算 r0 = b−Ax(0), 令 p̂1 = r0, r̂0 = r0, u0 = r0
3: 选取 r̃0 满足 (r0, r̃0) ̸= 0 % one common choice is r̃0 = r0
4: for k = 1, 2, . . . do
5: αk = (r̂k−1, r̃0)/(Ap̂k, r̃0)
6: q̂k = uk−1 − αkAp̂k

7: x(k) = x(k−1) + αk(q̂k + uk−1)

8: r̂k = r̂k−1 − αkA(q̂k + uk−1)

9: if ∥r̂k∥2 < ε then % check convergence
10: stop
11: end if
12: βk = (r̂k, r̃0)/(r̂k−1, r̃0)
13: uk = r̂k + βkq̂k

14: p̂k+1 = uk + β2
k p̂k + βkq̂k

15: end for



注记

 在 CGS 方法中, 需要计算两次矩阵向量乘积, 因此每个迭代步的运算量与 BiCG
方法大致相同, 但这里不再需要 A⊺.

 由于 CGS 方法的残量多项式是 BiCG 方法残量多项式的平方, 因此 CGS 方法的
收敛速度大约是 BiCG 的两倍. 但我们知道, 即使 BiCG 方法收敛, 其残量的范
数也不一定是递减的. 因此, 如果在某个迭代步, BiCG 方法的残量范数变大, 则
CGS 方法的残量范数也可能会变大, 而且增幅会更大. 因此, CGS 方法的收敛曲
线可能会出现非常剧烈的震荡. 这很可能会导致方法的不稳定.
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472 BiCGSTAB 方法
为了克服 CGS 方法可能会出现的剧烈震荡, van der Vorst 提出了 BiCGSTAB 方法
(Bi-Conjugate Gradient Stabilized). 其基本想法是将残量表示为

rk = ϕk(A)φk(A)r0, k = 1, 2, . . . ,

其中 φk 是 BiCG 方法的残量多项式, 而 ϕk 则是一个新的 k 次多项式, 用来修正残量
范数的震荡现象.

如果取 ϕk = φk, 则 BiCGSTAB 就是 CGS.
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ϕk 的选取

在 BiCGSTAB 方法中, 多项式 ϕk 是通过下面的递推方法来定义的

ϕ0(A) = I, ϕk(A) = (I− ωkA)ϕk−1(A), k = 1, 2, . . . ,

其中 ωk 是待定系数, 用来极小化残量范数.

▶ 于是, 残量和搜索方向可定义为

rk = ϕk(A)φk(A)r0, pk+1 = ϕk(A)ψk(A)r0, k = 1, 2, . . . ,
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rk 和 pk 的递推公式

由 ϕk(A) 的递推公式和 可知

ϕk(A)φk(A) = (I− ωkA)
(
ϕk−1(A)φk−1(A)− αkAϕk−1(A)ψk−1(A)

)
ϕk(A)ψk(A) = ϕk(A)φk(A) + βk(I− ωkA)ϕk−1(A)ψk−1(A).

所以

rk = ϕk(A)φk(A)r0 = (I− ωkA)(ϕk−1(A)φk−1(A)r0 − αkAϕk−1(A)ψk−1(A)r0)

= (I− ωkA)(rk−1 − αkApk),

pk+1 = ϕk(A)ψk(A)r0 = ϕk(A)φk(A)r0 + βk(I− ωkA)ϕk−1(A)ψk−1(A)r0
= rk + βk(I− ωkA)pk.
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参数 αk 和 βk 仍然定义为

αk =
(rk−1, r̃k−1)

(Apk, p̃k)
=

(φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0)
(Aψk−1(A)r0, ψk−1(A⊺)r̃0)

=
(φ2

k−1(A)r0, r̃0)
(Aψ2

k−1(A)r0, r̃0)

βk =
(rk, r̃k)

(rk−1, r̃k−1)
=

(φk(A)r0, φk(A⊺)r̃0)
(φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0)

=
(φ2

k(A)r0, r̃0)
(φ2

k−1(A)r0, r̃0)
.

由于我们不再计算 φ2
k(A) 或 ψ2

k(A), 因此, 需要寻找 其它方式 计算 αk 和 βk.

又 φi(A)r0 和 φi(A⊺)r̃0 是 BiCG 的残量, 由 BiCG 性质可知

(φi(A)r0, φj(A⊺
)r̃0) = 0, for i > j,

即
(φi(A)r0, (A⊺

)j r̃0) = 0, for i > j.

因此, 在计算 (φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0) 时, 只需考虑 φk−1(A⊺) 的最高次项.
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由 可知

φk(A⊺
) = φk−1(A⊺

)− αkA⊺
ψk−1(A⊺

)

= φk−1(A⊺
)− αkA⊺

(φk−1(A⊺
) + βkψk−2(A⊺

))

= −αkA⊺
φk−1(A⊺

) + φk−1(A⊺
)− αkβkA⊺

ψk−2(A⊺
).

因此, φk(A⊺) 的最高次项的系数与 −αkA⊺φk−1(A⊺) 的最高次项的系数是相等的.

由于 φ0(A⊺) = I, 所以 −αkA⊺φk−1(A⊺) 的最高次项系数为 (−1)kαkαk−1 · · ·α1

所以 (
φk−1(A)r0, φk−1(A⊺

)r̃0
)
= (−1)k−1αk−1 · · ·α1

(
φk−1(A)r0, (A⊺

)k−1r̃0
)
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另一方面, 由 ϕk(A) 的递推公式可知 ϕk−1(A⊺) 的最高次项是

(−1)k−1ωk−1ωk−2 · · ·ω1(A⊺
)k−1.

所以 (
φk−1(A)r0, ϕk−1(A⊺

)r̃0
)
= (−1)k−1ωk−1ωk−2 · · ·ω1

(
φk−1(A)r0, (A⊺

)k−1r̃0
)
.

因此, 我们可以得到下面的等式

(
φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0

)
(
φk−1(A)r0, ϕk−1(A⊺)r̃0

) =
αk−1αk−2 · · ·α1

ωk−1ωk−2 · · ·ω1
, k = 1, 2, . . . ,

也就是说, 我们可以通过
(
φk(A)r0, ϕk(A⊺)r̃0

)
来计算

(
φk(A)r0, φk(A⊺)r̃0

)
.
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下面考虑如何计算
(

Aψk−1(A)r0, ψk−1(A⊺)r̃0
)

.

 由 ψk(A) = φk(A) + βkψk−1(A) 可知, ψk(A⊺) 的最高次项与 φk(A⊺) 相同 .

 根据 BiCG 的性质, 我们有(
Aψi(A)r0, ψj(A⊺

)r̃0
)
= 0, for i > j,

即 (
Aψi(A)r0, (A⊺

)jr̃0
)
= 0, for i > j.

 所以计算
(

Aψk−1(A)r0, ψk−1(A⊺)r̃0
)
时只需考虑 ψk−1(A⊺) 的最高次项, 即(

Aψk−1(A)r0, ψk−1(A⊺
)r̃0
)
= (−1)k−1αk−1αk−2 · · ·α1

(
Aψk−1(A)r0, (A⊺

)k−1r̃0
)
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相类似地, 我们有(
Aψk−1(A)r0, ϕk−1(A⊺

)r̃0
)
= (−1)k−1ωk−1ωk−2 · · ·ω1

(
Aψk−1(A)r0, (A⊺

)k−1r̃0
)

因此

(Aψk−1(A)r0, ψk−1(A⊺)r̃0)
(Aψk−1(A)r0, ϕk−1(A⊺)r̃0)

=
αk−1αk−2 · · ·α1

ωk−1ωk−2 · · ·ω1
, k = 1, 2, . . . .
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所以

αk =
(φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0)
(Aψk−1(A)r0, ψk−1(A⊺)r̃0)

=
(φk−1(A)r0, ϕk−1(A⊺)r̃0)
(Aψk−1(A)r0, ϕk−1(A⊺)r̃0)

=
(ϕk−1(A)φk−1(A)r0, r̃0)
(Aϕk−1(A)ψk−1(A)r0, r̃0)

=
(rk−1, r̃0)
(Apk, r̃0)

,

βk =
(φk(A)r0, φk(A⊺)r̃0)

(φk−1(A)r0, φk−1(A⊺)r̃0)
=
αk
ωk
· (φk(A)r0, ϕk(A⊺)r̃0)
(φk−1(A)r0, ϕk−1(A⊺)r̃0)

=
αk
ωk
· (ϕk(A)φk(A)r0, r̃0)
(ϕk−1(A)φk−1(A)r0, r̃0)

=
αk
ωk
· (rk, r̃0)
(rk−1, r̃0)

.

整理后可得
rk = (I− ωkA)(rk−1 − αkApk) with αk =

(rk−1, r̃0)
(Apk, r̃0)

,

pk+1 = rk + βk(I− ωkA)pk with βk =
αk
ωk
· (rk, r̃0)
(rk−1, r̃0)

,

k = 1, 2, . . . ,

其中 p1 = r0.
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近似解 x(k) 的更新公式

由表达式 rk = (I− ωkA)(rk−1 − αkApk) 可知

b−Ax(k) = rk = (I− ωkA)(rk−1 − αkApk)

= rk−1 − αkApk − ωkA(rk−1 − αkApk)

= b−Ax(k−1) − αkApk − ωkA(rk−1 − αkApk),

因此

x(k) = x(k−1) + αkpk + ωk(rk−1 − αkApk)
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参数 ωk 的选取

前面已经提到, 参数 ωk 的选取准则是极小化残量范数 ∥rk∥2, 即

ωk = arg min
ω
∥(I− ωA)(rk−1 − αkApk)∥2.

记

qk ≜ rk−1 − αkApk.

则上述最小二乘问题的解为

ωk =
(qk,Aqk)

(Aqk,Aqk)
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算法 14 BiCGSTAB 算法
1: 给定初值 x(0) 和 (相对) 精度要求 ε > 0

2: 计算 r0 = b−Ax(0)

3: 选取 r̃0 满足 (r0, r̃0) ̸= 0 % one common choice is r̃0 = r0
4: 令 p1 = r0
5: for k = 1, 2, . . . do
6: αk = (rk−1, r̃0)/(Apk, r̃0) % if (rk−1, r̃0) = 0 or (Apk, r̃0) = 0, then breakdown
7: qk = rk−1 − αkApk

8: x(k) = x(k−1) + αkpk % if ∥qk∥ < ε, then converged and stop
9: ωk = (qk,Aqk)/(Aqk,Aqk) % if ωk = 0, then breakdown

10: x(k) = x(k) + ωkqk

11: rk = qk − ωkAqk

12: if ∥rk∥2 < ε, then stop, end if % check convergence
13: βk = αk/ωk · (rk, r̃0)/(rk−1, r̃0)
14: pk+1 = rk + βk(pk − ωkApk)

15: end for
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注记

Bi-CGSTAB 是当前常用的求解非对称线性方程组的方法之一, 但在某些情况下效率较
低, 比如那种系数矩阵的特征值虚部占优时的情形, 这种方程通常来自于那些对流项占
优的偏微分方程. 此时可以考虑 BiCGStab2 或 BiCGstab(ℓ).

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 167/180



48 正规方程的迭代方法

4.8 正规方程的迭代方法

4.8.1 CGLS 方法和 CGNE 方法

4.8.2 LSQR 方法

https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/IMP

求解非对称线性方程组的另外一种选择: 用 CG 求解正规方程.

 缺点: 条件数是原问题的平方, 不适合病态问题.

 优点: 在某些场合, 这种方法很有吸引力, 比如 A 具有非常聚集的奇异值.



481 CGLS 方法和 CGNE 方法

Ax = b ⇐⇒ A⊺Ax = A⊺b

用 CG 方法求解上述正规方程, 就得到 CGLS 方法 (CG for Least Squares problem)

将 CG 方法直接用于求解正规方程是不可取的, 需要对执行过程稍作修改.

下面给出 CGLS 方法的算法描述, 主要是利用了中间变量 Apk, 避免了直接计算 A⊺Apk, 具
体推导过程留作练习.
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CGLS

算法 15 CGLS 方法
1: 给定初值 x(0), (相对) 精度要求 ε > 0 和最大迭代步数 IterMax
2: 计算 r0 = b−Ax(0) 和 β = ∥r0∥2
3: p1 = A⊺r0
4: for k = 1 to IterMax do
5: αk = (A⊺rk−1,A⊺rk−1)/(Apk,Apk)

6: x(k) = x(k−1) + αkpk

7: rk = rk−1 − αkApk

8: relres = ∥rk∥2/β
9: if relres < ε then

10: break
11: end if
12: βk = (A⊺rk,A⊺rk)/(A⊺rk−1,A⊺rk−1)

13: pk+1 = A⊺rk + βkpk

14: end for



注记

需要指出的是, 方法中的 rk 就是原方程组 Ax = b 的残量, 而不是正规方程的残量, 即
rk = b−Ax(k). 这给判断方法是否收敛带来了很大的方便.

根据 CG 方法的最优性质可知, 由 CGLS 方法得到的近似解 x(k) 在仿射空间
x(0) +Kk(A⊺A, A⊺r0) 中极小化残量 b−Ax 的 2-范数.

定理 设 x(k) 是由 CGLS 方法迭代 k 步后得到的近似解, 则

∥b−Ax(k)∥2 = min
x∈x(0)+Kk(A⊺A,A⊺r0)

∥b−Ax∥2.

(留作练习)
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CGNE

将原方程组转化为正规方程的另一种方法是引入辅助变量 y, 即令 x = A⊺y, 则

AA⊺y = b.

将 CG 方法用于求解上述正规方程, 就可以得到一个与 CGLS 类似的方法, 称为 CGNE
方法 或 Craig 方法. 该方法的具体推导过程与算法描述留作练习.

类似地, 我们有下面的最优性质.

定理 设 x(k) 是由 Craig 方法迭代 k 步后得到的近似解, 则

∥x(k) − x∗∥2 = min
x∈x(0)+Kk(A⊺A,A⊺r0)

∥x− x∗∥2,

其中 x∗ 表示精确解. (留作练习)
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注记

 根据 CGLS 和 CGNE 的最优性质, 我们有趣地发现, CGLS 方法和 CGNE 方法
都是在同一个仿射空间寻找近似解, 但找到的却是具有不同的最优性质的近似解.

 需要指出的是, 上面两个方法也可以用于求解超定或欠的定线性方程组, 即线性最
小二乘问题.
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482 LSQR 方法

 如果系数矩阵条件数比较大, 则不建议求解正规方程, 可以考虑使用 LSQR 方法.

 事实上, LSQR 方法与 CGLS 是等价的. 但对于坏条件问题, LSQR 具有更好的数
值表现, 特别是那些解与对应于最小奇异值的奇异向量密切相关的问题.
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等价鞍点问题

Ax = b ⇐⇒

[
I A

A⊺ 0

][
r
x

]
=

[
b
0

]
记为 Af = g,

其中 r = b−Ax. 选取初值 [0, 0]⊺, 用 Lanczos 算法构造 K(A, g) 的一组标准正交基.

通过直接计算可知

v1 =
1

∥b∥2

[
b
0

]
, v2 =

1

∥A⊺b∥2

[
0

A⊺b

]
.

依次类推, 我们可以发现这样一个规律: 基向量 v2k−1 和 v2k 分别具有下面的形式

v2k−1 =

[
∗
0

]
和 v2k =

[
0

∗

]
.
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因此, 我们引入另外两组单位向量 {uk} 和 {wk} 来表示这组基, 即

v2k−1 =

[
uk

0

]
, v2k =

[
0

wk

]
, k = 1, 2, . . . .

记 β = ∥b∥2, 则鞍点问题的 Lanczos 过程可描述为:

βu1 = b, α1w1 = A⊺u1,

 βkuk+1 = Awk − αkuk,

αk+1wk+1 = A⊺uk+1 − βkwk,
k = 1, 2, . . . ,

其中 βk > 0 和 αk+1 > 0 的选取是确保 ∥uk+1∥2 = ∥wk+1∥2 = 1, 即

βk = ∥Awk − αkuk∥2, αk+1 = ∥A⊺uk+1 − βkwk∥2.

需要指出的是, 这里的 αk 和 βk 与一般 Lanczos 过程中的 αk 和 βk 是不一样的.

上面的这个过程实际上就是一个 双对角化 (bidiagonalization) 过程.
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记 Um = [u1, u2, . . . , um], Wm = [w1,w2, . . . ,wm], 则有

AWm = Um+1B̃m, (4.63)

A⊺Um+1 = WmB̃⊺
m + αmwme⊺m+1,

其中 em+1 = [0, . . . , 0, 1]⊺ ∈ Rm+1, B̃m =


α1

β1
. . .
. . . αm

βm

 ∈ R(m+1)×m,

且 U⊺
m+1Um+1 = Im+1, W⊺

mWm = Im. 所以, 矩阵[
u1 0 u2 0 · · · 0 um

0 w1 0 w2 · · · wm−1 0

]
或

[
Um+1 0

0 Wm

]
的列向量组构成了 K2m+1(A, g0) 的一组基.
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LSQR 数值求解

在 K2m+1(A, g0) 中寻找近似解, 使得原方程组的残量范数 ∥b−Ax̃∥2 达到最小.
设近似解为 [x̃, r̃]⊺, 可写成[

r̃
x̃

]
=

[
Um+1 0

0 Wm

][
tm+1

ym

]
或者

 r̃ = Um+1tm+1,

x̃ = Wmym.

由 (4.63) 可知

b−Ax̃ = βu1 −AWmym

= Um+1(βe1)−Um+1B̃mym

= Um+1(βe1 − B̃mym).

设 Tm 是 Lanczos 算法作用到正规方程 A⊺Ax = A⊺b 上得到的对称三对角矩阵, 则可以证
明: B̃m 就是 Tm 的双对角化因子, 即 Tm = B̃⊺

mB̃m. (证明留作练习)
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由于 U⊺
m+1Um+1 = Im+1, 因此

∥b−Ax̃∥2 = ∥Um+1(βe1 − B̃mym)∥2 = ∥βe1 − B̃mym∥2.

所以, 极小化残量范数就等价于求解下面的最小二乘问题:

min
y∈Rm

∥βe1 − B̃my∥2.

我们可以采用 QR 分解来求解该问题. 这就形成了完整的 LSQR 方法.

注记

相比于正规方程的 CG 方法, LSQR 方法具有更好的稳定性. 原因在于 LSQR 方法采
用了双对角化过程, 而且最后是用 QR 分解来求解最小二乘问题. 因此对于坏条件问
题, 可以有效地控制舍入误差的增长.
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