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11 线性代数基础

 线性空间, 如: Rn, Cn, Rn×n, Rm×m, Rm×n

 内积与内积空间, 正交与 Gram Schmidt 正交化过程

 矩阵与线性变换, 值域与零空间, 初等变换, 相似变换

 向量范数与矩阵范数, 范数与内积

 投影, 正交投影, 最佳逼近

 矩阵 Shcur 分解, Jordan 标准型, Kronecker 积

 LU 分解, Cholesky 分解, QR 分解, SVD 分解, 极分解
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12 向量序列与矩阵序列

 向量序列的收敛性和判别

 矩阵序列的收敛性和判别

 谱半径与矩阵范数

 矩阵幂级数

 收敛速度
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13 几类特殊矩阵

 正定矩阵, 对称正定矩阵

 对角占优矩阵, 严格对角占优矩阵

 可约矩阵, 不可约矩阵
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14 数值域

1.4 数值域

1.4.1 基本概念与性质

1.4.2 数值域的凸性

1.4.3 矩阵乘积的数值域

https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/MatrixIter



15 Chebyshev 多项式

1.5 Chebyshev 多项式

1.5.1 实 Chebyshev 多项式

1.5.2 复 Chebyshev 多项式

https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/MatrixIter



151 实 Chebyshev 多项式

Chebyshev 多项式的定义

Tn(x) = cos(n arccos x), x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, . . . .

 T0(x) = 1, T1(x) = x

 令 θ = arccos x, 则 x = cos θ, 于是 Tn(x) = cos(nθ). 根据三角函数的和差化积公式:

cos(n + 1)θ + cos(n − 1)θ = 2 cos θ cos nθ.

所以有 Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x), 即

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . . .

这就是著名的 Chebyshev 多项式 三项递推公式



其他定义

定义方式二

Tn(x) =
1

2

[(
x +

√
x2 − 1

)n
+
(

x +
√

x2 − 1
)−n

]
=

1

2

[(
x +

√
x2 − 1

)n
+
(

x −
√

x2 − 1
)n]

.
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Chebyshev 多项式的正交性

首先给出 加权函数 和 带权内积 的定义.

加权函数

设 ω(x) ∈ C[a, b], 若 ω(x) 满足:
(1) w(x) ≥ 0, ∀ x ∈ [a, b];

(2)
ˆ b

a
xkω(x) dx 存在, 其中 k 为任意非负整数;

(3) 对任意非负函数 g(x) ∈ C[a, b], 若
ˆ b

a
g(x)ω(x) dx = 0, 则 g(x) = 0;

则称 ω(x) 为 [a, b] 上的 加权函数.
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Chebyshev 多项式的正交性 (续)

带权内积

设 ω(x) 是 [a, b] 上的加权函数, 定义 C[a, b] 上的带权内积如下:

(f, g)ω ≜
ˆ b

a
ω(x)f(x)g(x) dx
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Chebyshev 多项式的正交性 (续)

 Chebyshev 多项式是 [−1, 1] 上带权 ω(x) = 1√
1− x2

的正交多项式族, 即

ˆ 1

−1

1√
1− x2

Tk(x)Tl(x) dx =


π, k = l = 0;

π

2
, k = l > 0;

0, k ̸= l.

- 事实上, 基于带权内积, 将线性无关函数组 {1, x, x2, . . . , xn, . . .} 关于权函数 ω(x) =
1√

1− x2
正交化后得到的正交多项式就是 Chebyshev 多项式.
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Chebyshev 多项式的性质

Chebyshev 多项式基本性质

(1) Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n;

(2) Tn(x) 的首项系数为 2n−1;

(3) Tn(−x) = (−1)nTn(x), 即 T2n(x) 只含偶次项, T2n+1(x) 只含奇次项;

(4) 当 |x| ≤ 1 时 |Tn(x)| ≤ 1, 当 |x| > 1 时 |Tn(x)| > 1;

(5) Tn(x) = 0 的解为 xk = cos (2k − 1)π

2n , k = 1, 2, . . . ,n;

(6) Tn(x) 有 n + 1 个极值点: xk = cos kπ
n , k = 0, 1, 2, . . . ,n, 且 Tn(xk) = (−1)k;
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Chebyshev 多项式举例

根据递推公式可知

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2xT1(x)− T0(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 2xT2(x)− T1(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 2xT3(x)− T2(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 2xT4(x)− T3(x) = 16x5 − 20x3 + 5x (Chebyshev.m)
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Chebyshev 多项式的最佳逼近性质

定理 设 pn(x) =
1

2n−1
Tn(x), 则

max
−1≤x≤1

|pn(x)| ≤ max
−1≤x≤1

|p(x)|, ∀ p(x) ∈ P̃n,

其中 P̃n 表示所有首项系数为 1 的 n 次多项式组成的集合, 即

∥pn(x)∥∞ = min
p(x)∈P̃n

∥p(x)∥∞.

这里的 ∞-范数的定义为 ∥f∥∞ = max
x∈[−1,1]

|f(x)|.

该结论表明, 在所有首项系数为 1 的 n 次多项式中, pn(x) =
1

2n−1
Tn(x) 在 [−1, 1] 上与零的

偏差是最小的 (在无穷范数意义下).
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极小极大问题

记 Pn 为所有次数不超过 n 的实系数多项式组成的集合, 并记

P(η)
n ≜ {p(x) ∈ Pn : p(η) = 1}.

定理 设 η ∈ R 满足 |η| > 1, 则下面的极小极大问题

min
p(x)∈P(η)

n

max
−1≤x≤1

|p(x)|

的唯一解为

T̃n(x) ≜
Tn(x)
Tn(η)

.
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极小极大问题 (一般区间)

通过简单的仿射变换, 该定理的结论可以推广到一般区间.

定理 设 α, β, η ∈ R 满足 α < β 且 η /∈ [α, β]. 则下面的极小极大问题

min
p(x)∈P(η)

n

max
α≤x≤β

|p(x)|

的唯一解为

T̂n(x) ≜
Tn

(
2x − (β + α)

β − α

)
Tn

(
2η − (β + α)

β − α

) .
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152 复 Chebyshev 多项式

复 Chebyshev 多项式定义为

Tn(z) =
1

2

[(
z +

√
z2 − 1

)n
+
(

z +
√

z2 − 1
)−n

]
, z ∈ C, n = 0, 1, 2, . . . .

令 w = z +
√

z2 − 1, 则 w−1 = z −
√

z2 − 1, 且 w + w−1 = 2z, 则

Tn(z) =
wn + w−n

2
, 其中 z = w + w−1

2
.

 注意到 w + w−1 = 2z 有两个解, 但这两个解互为倒数, 因此 Tn(z) 的定义与哪个解无关

 复 Chebyshev 多项式也具有相同的三项递推公式, 即

T0(z) = 1, T1(z) = z, Tn(z) = 2zTn−1(z)− Tn−2(z), n = 2, 3, . . . .
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