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说 明

1. 本书内容大多取材于所列参考文献, 添加了编者自己在学习、教学、
研究中的一些体会, 目的是为本科生初次学习拓扑学提供一个内容相对简
洁完整，对概念、定理、证明及思想方法解说清晰透彻的教材. 全部内容可
用 50 课时左右教完.

2. 本课程所需基础是朴素的集合论知识, 以及通过学习数学分析和高
等代数所形成的良好直观和逻辑推理能力. 从数学学科层次角度讲, 这门课
最好放在数学分析与高等代数之后, 而在常微分方程, 复变函数, 微分几何
等其它分析或几何课程之前 (或与之平行). 这样读者就可以较好地体会拓
扑在分析与几何中的基础地位, 方便这些课程的学习 (如复变函数中单连通
性, 同伦的 Cauchy 积分定理, 最大模原理等的讲解就可以简化). 本教材包
含的内容是数学与应用数学专业所有的本科生都应当熟练掌握的. 更加专
门的代数拓扑和微分拓扑的入门课是点集拓扑的后续课程, 可以作为高年
级的课程或讨论班内容供感兴趣的同学选学. 在当前本课生拓扑学课程教
学中, 大都存在压缩点集拓扑的内容而侧重代数拓扑的情况, 这对学生后续
学习实分析、泛函分析、微分方程等课程带来了一定困扰.

3. 拓扑学就其本身而言, 研究的是拓扑空间的构造, 以及按同胚分类的
问题 (即一个拓扑空间是否可以连续变形为另外一个拓扑空间). 这本身当
然是非常有意思的课题. 另一方面, 分析1是建立在拓扑基础上的, 拓扑性质
对分析结果是否整体地成立具有根本重要性. 例如有界闭区间上连续函数

1这里主要指研究连续及可微函数的分析学. 实变函数论中的测度结构等与拓扑结构是
平行的.
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的介值定理 (极值定理) 能成立就依赖于定义区间的连通性 (紧性). 所以说
“拓扑是分析从局部走向整体的桥梁”. 因此, 拓扑学不但是一门纯粹数学的
学科, 而且广泛渗入其它学科, 具有诸多应用. 这方面可参考教材 [6].

4. 由于作者的研究背景, 本讲义选材较为偏重拓扑在分析中的应用,
所以对度量拓扑及相关结论做了较多介绍. 另一方面, 某些重要定理, 如
Urysohn 度量化定理, 单点紧化定理等, 我们只给出了定理陈述, 而对证明.
读者可以参考 [8]. [8] 是一本极好的拓扑学教材, 建议有志于学好拓扑学的
同学在通过本课程了解了拓扑学的基础之后, 认真学习这本教材.

5. “拓扑” 的英文是 “topology”, 由 J.B. Listing 于 1847 年引入数学.
该词源于希腊文 τoπoς (位置) 和 λoγoς (学问). 中文 “拓” 是 “扩展, 变大”
的意思, “扑”有 “挤压,变小”的含义. 姜立夫先生在 1956年版《数学名词》
2中建议将 “topology” 翻译为 “拓扑”, 不但音近, 而且意思也与拓扑学研究
图形连续变形密切相符, 被称为最佳中文数学名词翻译之一.

有关拓扑学历史发展的简要介绍, 读者可参考文献 [9] 中译本第四册第
50 章, 或 [10] 第 25 章第 2 节 (其中较详细地记录了点集拓扑学若干概念的
背景和来由). [11] 中译本第 2 卷 IV.6 和 IV.7 两节介绍了代数拓扑和微分
拓扑, 可为愿意进一步学习的读者提供一个简单的指南.

6. 本讲义内容包括三部分.
第一部分 (拓扑结构. 第一讲至第七讲): 介绍拓扑空间的基本概念, 以

及在各类集合上给定拓扑结构的常用方法. 核心概念是拓扑及连续映射.
第二部分 (拓扑性质. 第八讲至第十六讲): 介绍可数性, 分离性, 以及

连通性, 道路连通性, 各种紧性, 单连通性等拓扑性质以及映射和拓扑空间
的同伦等重要概念. 拓扑性质本质上是附加在拓扑空间上的公理. 具有这
些性质的拓扑空间往往具有较好的结构, 可以得到一些漂亮的定理. 这一部
分的难点是概念较多, 而且概念之间存在较为复杂的联系. 其中最具创造性
(深刻) 的是 Urysohn 引理和同伦的概念.

第三部分 (专题选讲. 第十七讲和第十八讲): 介绍圆周 S1 上连续映射

的同伦分类定理的证明, 以及 Baire 空间和 Baire 纲定理. 前者本质是代数

2江泽涵: 我国数学名词的早期工作. 数学通报, 1980 年 12 期.
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拓扑中用覆盖空间方法计算圆周的基本群, 后者在实变函数和泛函分析中
是一种重要的存在性论证方法. 近年来 Baire 纲推理方法在双曲守恒律偏
微分方程及不可压缩欧拉方程弱解的研究中有着非常重要的应用 [12], 有志
于学习分析的同学都应当掌握.

7. 拓扑学与近世代数等课程类似, 强调公理化和概念, 抽象程度较高.
但是这里涉及的基本概念都源于分析学. 例如在数学分析课程中, 就有了欧
氏空间中开集, 闭集, 连续映射, 连通性, 紧性等概念. 一些基本概念和思想
在其它课程中也出现了, 比如商映射诱导的商空间与像空间的同胚, 就类似
于代数同态基本定理. 所以学习这门课程既要注意公理化的体系, 概念的一
般性, 也要联系具体实例, 注意和其它学科的学习融会贯通. 这就有助于发
掘提出拓扑学中公理, 概念和重要定理的动机, 提高自己发现问题, 理解问
题和解决问题的能力.

8. 限于本人学识水平, 本书中必然有不妥甚或谬误之处, 敬请读者不吝
指出, 以便补正, 方便改进今后教学!

袁海荣

华东师范大学数学科学学院

E-mail: hryuan@math.ecnu.edu.cn

2024 年 9 月.
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第一讲 拓扑和开集、闭集

拓扑学是用来刻画 “连续性” 的一门数学语言. 连续映射就是把离得
近的点映成离得近的点 (没有撕裂), 把离得远的点映成离得远的点 (没有粘
合). 在数学分析中, 刻画两个点离得远近用的是距离的概念. 那么, 在一般
情形下, 怎么刻画两个点离得远近呢?

早在 1679 年 (清朝康熙十八年), 莱布尼茨就提出了上述问题. 他指出,
需要一门数学学科, 它用定性 (依赖于公理) 而不是定量 (依赖于坐标) 的方
法来研究有关图形的相对位置及其性质的问题. (他称之为 “Analysis Situs”,
中文翻译为 “位相分析” 或 “形势分析”.)1 欧拉在 1736 年 (清朝乾隆元年)
解决的 “哥尼斯堡七桥问题” 和他在 1750 年 (清朝乾隆十五年) 发现的多
面体顶点、棱、面之间关系的公式都属于这类问题. 黎曼在 1851 年 (清朝
咸丰元年) 对椭圆积分的研究中发现, Abel 积分与某些曲面的亏格 (曲面的
“洞” 的个数) 密切相关, 说明了为了研究函数大范围的性质, 必须研究上述
“Analysis Situs”.

随着十九世纪七十年代 Cantor 对欧氏空间中点集的深入研究, Fréchet
在 1906 年左右对度量空间的一般研究, 经过数学家们两百多年的持续努力,
到了 1914 年, Hausdorff 提出了基于领域概念的拓扑学公理, 才真正从数学
角度严格定义了最一般的 “连续” 的概念, 为我们对自然界有关 “连续” 的
直观感受给了一个精确的数学翻译.

其实, 历史上数学家们遇到的困惑我们在学习数学时也必然碰到过. 在
数学分析中学习多元函数积分学, 特别是 Green 公式、Gauss 公式、Stokes

1数学大辞典, 第二版, 科学出版社, 2017 年. 第 689 页 “拓扑学” 词条 (邱瑞锋撰写).
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4 第一讲 拓扑和开集、闭集

公式时, 是否感觉到课本上讲的有些不清不楚? (定理条件的叙述有些啰嗦
或模糊, 定理的证明不完整等等?) 类似的情形是否在复分析中学习 Cauchy
积分公式和 Cauchy 积分定理时再次出现? 这些模糊之处之所以出现, 就是
因为缺乏适当的拓扑学的语言将定理所需条件严格化造成的.

下面, 我们就看一看数学家是如何定性的刻画集合中点的距离远近的.

1.1 拓扑和开集

定义 1 (拓扑). 设 X是一个非空集合, T 是由 X的一些子集组成的集族. 称
T 是 (X 上的) 一个拓扑, 如果成立

1) ∅ 和 X 在 T 中;

2) T 中有限个子集的交集仍在 T 中;

3) T 中任意个子集的并集仍在 T 中.

(X,T ) 称为一个拓扑空间, 而 T 中的元素被称作 (该拓扑空间中的)开集.2

用数学归纳法不难证明, 上述公理 2) 等价于”T 中两个子集的交集仍
在 T 中”. 注意到这点会给某些证明带来方便.

点集拓扑学的研究方法与欧几里得《几何原本》类似, 都是基于公理化
的定性的方法, 而非类似于解析几何的定量的方法. 拓扑从定性的角度刻画
了集合中不同点之间的远近: 在给定的拓扑空间中, 包含两个不同点的开集
越多, 那么这两个点越接近; 分别包含这两个点且不相交的开集越多, 那么
这两个点就越远. 上述三条公理源于数学分析中学过的直线上开区间的性
质.

2读者请注意, 不要因为名字相同, 就认为拓扑里的” 开集” 一定就是数学分析或实变函
数中所讲的直线上的开区间, 或者由球组成的度量空间中的开集. 拓扑里的元素叫开集, 是
把以前关于开集的概念大大推广了. 拓扑里的元素借用以前学过的 “开集” 的名字, 是因为
以前学过的那些具体的开集也满足这三条公理.



1.1 拓扑和开集 5

例 1. 对任意集合 X, T = {∅,X} 是一个拓扑, 称作平凡拓扑.

例 2. 对任意集合 X, 设 T 由 X 的全体子集组成, 则它是一个拓扑, 称作 X

上的离散拓扑.

我们可以认为, 在平凡拓扑下, X 中所有的点都很接近 (用拓扑这个工
具其实无法区分); 在离散拓扑下, X 中所有的点都彼此远离 (拓扑工具太细
致, 以致拓扑空间 X 和作为点集的 X 在区分点方面没有区别).

设 T1 和 T2 是 X 上的两个拓扑. 如果成立 T1 ⊂ T2, 就说 T1粗于T2,
或者说 T2细于T1. 显然平凡拓扑是最粗的拓扑 (开集最少), 而离散拓扑是
最细的拓扑 (开集最多).

那么, 在给定集合 X 上给定拓扑, 是不是对点的分辨率越高, 即越细越
好呢? 事实上并非如此. 我们知道自然界的运动规律是分层次的. 举例来
说, 粒子物理学家研究基本粒子; 化学家研究由分子; 生物学家研究细胞; 植
物学家研究植物种群分布; 天体物理学家研究星系、宇宙, 等等. 之所以如
此, 是因为在不同层次的物质表现出很不相同的特性, 需要不同层次的研究
工具. 让天文学家用电子显微镜来作研究, 必然导致 “只见树木, 不见森林”
的弊端. 所以给特定研究对象 X 赋予粗细适当的拓扑, 才能展现 X 的某些

关键特质, 也往往是解决数学问题的重要一步.

例 3. 实直线 R 上的子集族 τ = {(−∞,a) : a 是实数或 ±∞} 是 R 上的一个
拓扑.

例 4. 设 X 是无限集 (例如取 X = R), T = {∅}∪ {U ⊂ X : X \U 是有限集}.
容易验证 T 是 X 上的一个拓扑, 称为有限补拓扑.

习题 1. 设 X 是一个拓扑空间, A 是 X 的子集. 证明 A 是开集当且仅当对

任意点 x ∈ A, 存在一个开集 U 使得 x ∈U ⊂ A.
请读者注意这个结论: 开集一方面是通过拓扑的公理 “整体” 地定义的,

这里又说明开集可以通过 “局部” 的小的开集来刻画. 这体现了拓扑学中
“局部” 与 “整体” 的关系, 在后续学习中要引起注意.
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1.2 拓扑基

指定 X 上的拓扑 T 就需要列出 T 中所有元素 (开集), 这往往比较麻
烦甚或困难. 为此人们引入拓扑基的概念, 可用较少开集就确定一个拓扑.

定义 2 (拓扑基). 设 X 是一个集合, B 是 X 的一个子集族. 称 B 是 X 上的

一个拓扑基, 如果成立

a) ∀x ∈ X, 存在 B ∈ B 使得 x ∈ B;

b) 若 B1,B2 ∈ B 且 x ∈ B1∩B2, 则存在 B3 ∈ B 使得 x ∈ B3 ⊂ (B1∩B2).

定理 1 (由拓扑基生成的拓扑). 设 B 是集合 X 上的一个拓扑基, 则

T = {∅}∪ {B 中任意元素的并集}

是 X 上的一个拓扑, 称作由 B 生成的拓扑.

这个定理表明, 可以把拓扑基中的元素看作某种基本原件, 将这些原件
拼接组合 (允许互相重叠), 就得到各色各样的开集了.
证明. 1. 已知 ∅ ∈ T . 又根据拓扑基定义, 对任意 x ∈ X, 存在 Bx ∈ B 使得
x ∈ Bx. 由此可得 X =

⋃
x∈X Bx, 从而 X ∈ T .

2. 设 U1,U2 ∈ T , 要证 V = U1∩U2 ∈ T . 这当 V = ∅ 时是显然的; 若
V , ∅, 则对任意 x ∈ V, 成立 x ∈ Uk, k = 1,2. 因为 Uk 都不是空集, 根据 T
中元素的定义, 存在 Bk ∈ B 使得 x ∈ Bk ⊂Uk. 于是 x ∈ B1∩B2. 由拓扑基的
公理 b), 存在 B′x ∈ B 使得 x ∈ B′x ⊂ B1∩B2 ⊂U1∩U2 = V. 对所有 x ∈ V 取

并集, 就得到 V =
⋃

x∈V B′x, 从而 V ∈ T .
3. 最后, 对 Uα ∈ T (其中 α ∈ J, 而 J 是一个指标集), 要证明

⋃
α∈J Uα ∈

T . 这是显然的, 因为每个 Uα 都是 B 中若干元素的并, 从而
⋃
α∈J Uα 也是

B 中若干元素的并. 2

例 5. 设 X 是一个集合, 则 B = {{x} : x ∈ B} 是一个拓扑基. 它生成的就是 X

的离散拓扑.
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例 6. B = {(a,b) ⊂R : a < b} 是 R 的一个拓扑基. 这种利用实数的序关系生
成的拓扑称为 R 上的标准拓扑.

习题 2.(利用拓扑基判定开集) 设 X 是一个拓扑空间, 其拓扑由一个拓扑
基 B 生成. 那么 X 的子集 U 是开集的充分必要条件是对任意 x ∈U, 存在
Bx ∈ B 使得 x ∈ Bx ⊂U.

定理 2 (给定拓扑的拓扑基的判定). 设 (X,T ) 是一个拓扑空间, C 是 X 的

一个开集族. 如果对于 X 中任意开集 U 和点 x ∈ U, 存在 C 中的一个开集
V 使得 x ∈ V ⊂U, 则 C 是生成 T 的一个拓扑基.

证明. 1. 对任意点 x ∈ X, 由于 X 是开集, 从而由定理条件得到 C 中元素 V

使得 x ∈V. 其次, 设 C1,C2 ∈ C 且 x ∈ C1∩C2, 由于 C1∩C2 仍是开集, 由定
理条件, 存在 V ∈ C 使得 x ∈ V ⊂ (C1∩C2). 这就证明了 C 是一个拓扑基.

2. 记 C 生成的拓扑是 T ′, 我们要证明 T ′ = T .
设 V ∈ T ′. 若 V = ∅, 则显然 V ∈ T . 若 V , ∅, 则它是 C 中若干元素

(它们是 (X,T ) 中开集) 的并集, 而根据 T 的公理, 这个并集仍在 T 中. 从
而 T ′ ⊂ T .

反之, 设 U ∈ T . 对 x ∈ U, 由 C 的性质, 存在 Cx ∈ C 使得 x ∈ Cx ⊂ U.
于是得到 U =

⋃
x∈U Cx, 从而 U ∈ T ′. 这就证明了 T ⊂ T ′. 证毕. 2

习题 3. 对欧氏平面 R2, 证明

1) B1 = {B(x,r) : x ∈ R2,r > 0} 是一个拓扑基. 这里 B(x,r) = {y ∈ R2 :

|y−x| < r};

2) B2 = {(a,b)× (c,d) ⊂R2 : a < b,c < d} 也是一个拓扑基;

3) B1 和 B2 生成 R
2 上同一个拓扑, 称作标准拓扑.

1.3 闭集, 豪斯多夫空间

定义 3 (闭集). 设 X 是一个拓扑空间, A 是 X 的子集. 称 A 是 X 中的闭集,
如果 X \A 是 X 中的开集.
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习题 4. 证明闭球 B(x,r) = {y ∈ R2 : |y− x| ≤ r} 和闭矩形 {y = (y1, y2) ∈ R2 :

a ≤ y1 ≤ b,c ≤ y2 ≤ d} 是 R2 在标准拓扑下的闭集.
利用集合论中的 De Morgan 法则, 容易证明成立如下定理.

定理 3. 设 X 是拓扑空间, 则成立:

1) ∅ 和 X 都是闭集;

2) 有限个闭集的并集是闭集;

3) 任意个闭集的交集是闭集.

注意一般拓扑空间中的单点集不一定是闭集. 例如, 考虑 R 上由拓扑
基 {[n,n+1) ⊂R : n ∈Z} 生成的拓扑, 则 R 中任何单点集都不是闭集. 所以
为了保证单点集是闭集, 就需要对拓扑空间加额外的公理.

定义 4 (豪斯多夫空间). 称拓扑空间 X 是豪斯多夫空间, 如果对于任意不同
的两点 x, y, 存在互不相交的开集 U,V 使得 x ∈U, y ∈ V.

例 7. R 和带离散拓扑的拓扑空间都是豪斯多夫空间.

习题 5.R 在有限补拓扑下不是豪斯多夫空间.

定理 4. 豪斯多夫空间 X 中的单点集都是闭集.

证明. 对任意点 x ∈X, 由豪斯多夫空间的定义, 对任意 y ∈X \ {x}, 存在开集
Vy ⊂ X \ {x}, 且 y ∈ Vy. 由开集的局部刻画可知 X \ {x} 是开集. 2

1.4 度量空间

度量空间是一类重要的拓扑空间, 它是欧氏空间的一种推广.

定义 5 (度量空间). 对非空集合 X, 如果存在一个映射 d : X×X→ R, 满足
以下性质:
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• 对称性: 对任意 x, y ∈ X, 成立 d(x, y) = d(y,x);

• 正定性: 对任意 x, y ∈ X, 成立 d(x, y) ≥ 0, 且等号当且仅当 x = y 时成

立;

• 三角不等式: 对任意 x, y,z ∈ X, 成立 d(x,z) ≤ d(x, y)+d(y,z),

则称 d 是 X 上的一个度量, (X,d) 是一个度量空间.

设 X 是个度量空间, 对 x ∈ X 和 r > 0, 定义开球

B(x,r) = {y ∈ X : d(y,x) < r},

利用三角不等式, 不难发现 X 中所有的开球组成的集族就是 X 上的一个拓

扑基. 由此产生的 X 上的拓扑称作 X 的度量拓扑. 这是构造拓扑的一种常
用方法.

不难看出, (X,d) 中点列 {xk} 按度量拓扑收敛到 x, 当且仅当

lim
k→∞

d(xk,x) = 0.

定义 6 (赋范线性空间). 设 X 是 R上的一个线性空间, 如果存在 X 到 R的

一个映射, 记作 ‖·‖, 使得成立

• 齐次性: 对任意 k ∈R,x ∈ X, 成立 ‖kx‖ = |k| ‖x‖;

• 正定性: 对任意 x ∈ X, 成立 ‖x‖ ≥ 0, 且等号当且仅当 x = 0 时成立;

• 三角不等式: 对任意 x, y ∈ X, 成立
∥∥∥x+ y

∥∥∥ ≤ ‖x‖+ ∥∥∥y∥∥∥,
那么 ‖·‖ 称作 X 上的一个范数, (X,‖·‖) 称作一个赋范线性空间.

线性代数中的欧氏空间和泛函分析中的 Banach 空间都是赋范线性空
间. 利用范数, 可以定义 X 上度量 d(x, y) =

∥∥∥x− y
∥∥∥. 所以赋范线性空间是度

量空间.
习题 6. 设 d : X×X→R 满足 d(x,x) = 0, 且 x , y 时 d(x, y) = 1. 证明: d 是

X 上的度量, 且生成 X 上的离散拓扑.
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习题 7. 度量空间都是豪斯多夫空间.
拓扑学早期的一个重要课题, 就是判定什么样的拓扑空间其实是度量

空间.



第二讲 拓扑空间中点集的结构

集合 X 上有了拓扑后, X 中的子集以及子集中的点的地位就不平等了,
从而有了研究拓扑空间中点集的组成及其结构的问题. 这一节把数学分析
中遇到的诸多欧氏空间上点集的概念推广到一般拓扑空间. 读者可以发现,
这里的推广其实是非常自然的.

2.1 内部与闭包

定义 1 (内部与闭包). 设 A 是拓扑空间 X 的子集. 包含在 A 中的所有开集

的并集称作 A 的 内部, 记为 Int(A); 包含 A 的所有闭集的交集称作 A 的

闭包, 记作 Cl(A). A 的内部的元素称为 A 的内点.

根据定义, 不难证明

定理 1. 设 A,B 是拓扑空间 X 的子集, 则

1) 若 A ⊂ B, 则 Int(A) ⊂ Int(B), Cl(A) ⊂ Cl(B);

2) A 是开集当且仅当 A = Int(A); A 是闭集当且仅当 A = Cl(A).

定义 2 (稠密、可分). 设 A 是拓扑空间 X 的子集. 称 A 在 X 中稠密, 如果
Cl(A) = X. 如果 A 在 X 中稠密, 且 A 是可列集, 则称 X 是可分 的.

由定义可知, 若 A 不在 X 中稠密, 那么存在 X 的一个非空开集, 与 A

不相交.

11
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例 1. 在 R 上给有限补拓扑, A = [0,1). 则 Int(A) = ∅, Cl(A) =R. 注意在此
拓扑下, 闭集或是有限集, 或是 R. 所以任意无限集都稠密.

例 2. 在 R 上给标准拓扑. 记 Q 为有理数集. 则 Int(Q) = ∅, Cl(Q) =R.

习题 1. 设 A 是拓扑空间 X 的子集, 点 x ∈ X. 则 x ∈ Int(A) 的充分必要条

件是存在开集 U ⊂ A 且 U 包含 x.

定理 2 (内部/闭包与集合运算的关系). 设 A,B 是拓扑空间 X 的子集. 那么
成立如下结论:

1) Int(X \A) = X \ (Cl(A));

2) Cl(X \A) = X \ (Int(A));

3) Int(A)∪ Int(B) ⊂ Int(A∪B);

4) Int(A)∩ Int(B) = Int(A∩B);

5) Cl(A)∪Cl(B) = Cl(A∪B);

6) Cl(A∩B) ⊂ Cl(A)∩Cl(B);

7) Int(A\B) = Int(A)\Cl(B).

注意性质 1)2), 4)5) 的相似性. 我们称开集/闭集, 内部/闭包是” 对偶”
的, 往往一个性质得证, 就可通过取补集的办法得到对应的性质. 这种” 对
偶” 的思想在数学中应用非常广泛.
证明. 1)对任意包含在 X\A中的开集 U,成立 A⊂X\U,而后者是闭集,从
而 Cl(A) ⊂ X \U, 即得 U ⊂ X \Cl(A). 取 U = Int(X \A) 就得到 Int(X \A) ⊂
X \Cl(A).

另一方面, 设 V 是包含 A 的任意一个闭集. 则 X \V ⊂ X \A, 而前者
是开集, 从而 X \V ⊂ Int(X \A), 即 V ⊃ X \ (Int(X \A)). 取 V = Cl(A), 得
Cl(A) ⊃ X \ (Int(X \A)), 从而 X \Cl(A) ⊂ Int(X \A).

2) 令 C = X \A, 利用 1) 即可.
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3) Int(A) ⊂ A, Int(B) ⊂ B, 从而 Int(A)∪ Int(B) ⊂ (A∪B). 由于左边是开
集, 就得到 Int(A)∪ Int(B) ⊂ Int(A∪B).

4) 由于 A∩B ⊂ A, 从而 Int(A∩B) ⊂ Int(A), Int(A∩B) ⊂ Int(B), 于是
Int(A∩B) ⊂ Int(A)∩ Int(B).

另一方面，由于 Int(A) ⊂A, Int(B) ⊂ B, 成立 Int(A)∩ Int(B) ⊂A∩B, 从
而由于前者是开集, Int(A)∩ Int(B) ⊂ Int(A∩B).

5) 由于 A ⊂ Cl(A), B ⊂ Cl(B), 从而 A∪B ⊂ Cl(A)∪Cl(B), 而后者是闭
集, 故 Cl(A∪B) ⊂ Cl(A)∪Cl(B).

另一方面, 设 V 是包含 A ∪ B 的任意一个闭集, 则 V 包

含 Cl(A) 和 Cl(B), 从而 V ⊃ Cl(A)∪Cl(B). 对所有这样的 V 取交集, 就
得到了 Cl(A∪B) ⊃ Cl(A)∪Cl(B).

6) 由于 A∩B ⊂ Cl(A)∩B ⊂ Cl(A)∩Cl(B), 而后者是闭集, 根据闭包定
义就得到 Cl(A∩B) ⊂ Cl(A)∩Cl(B).

7) 由于 A\B = A∩ (X \B), 由 4) 和 1), 就有

Int(A\B) = Int(A)∩ Int(X \B) = Int(A)∩ (X \Cl(B)) = Int(A)\Cl(B).

2

习题 2. 举例说明 3) 和 6) 中等号一般不成立.
习题 3. 证明无理数集在具有标准拓扑的 R 上稠密.

2.2 极限点

定义 3 (邻域). 设 X 是拓扑空间, x 是 X 中的点. 称 X 中包含 x 的一个子

集 A 是 x 的一个 邻域, 如果 x 是 A 的内点. (换句话说, 存在包含 x 的开集

落在 A 中.)

定义 4 (集合的极限点). 设 A 是拓扑空间 X 中的一个非空子集. 称 X 中一

点 x 是 A 的一个 极限点 (或聚点), 如果 x 的每个邻域都和 A 相交, 而且交
集中有不同于 x 的点.



14 第二讲 拓扑空间中点集的结构

例 3. 在具有标准拓扑的 R 上, 任何一点都是有理数集 Q 的极限点.

习题 4. 确定具有标准拓扑的平面 R2 上点集

S =
{(

x,sin
(1
x

))
∈R2 : 0 < x ≤ 1

}
的极限点集.

定理 3 (极限点与闭包). 设 A 是拓扑空间 X 的子集, A′ 是 A 的极限点的集

合 (称作 A 的导集). 则 Cl(A) = A∪A′.

证明. 1. 首先证明 A∪A′ 是闭集. 对任意 x ∈ X \ (A∪A′), 由极限点定义,
存在 x 的一个开邻域 U, 使得其中不含 A 中的任何点, 从而在 U 中也不含

有 A 的极限点 (否则 U 作为该极限点的一个邻域要含有 A 的点). 这就是
说 U ⊂ X \ (A∪A′), 从而 X \ (A∪A′) 是开集. 于是 A∪A′ 是闭集.

2. 设 B 是包含 A 的一个闭集, 则 B ⊃ A′. 否则, 存在 x′ ∈ A′∩ (X \B),
那么由于 X \B 是开集, 也是 x′ 的一个开邻域, 从而其中必有不同于 x′ 的

A 中的点; 但是 X \B ⊂ X \A, 从而其中不可能有 A 的点, 矛盾! 2

推论 1. 设 A 是拓扑空间 X 的子集. 则 A 是闭集当且仅当 A 包含它所有的

极限点.

2.3 收敛序列

定义 5 (收敛序列). 设 x1,x2, · · · 是拓扑空间 X 中的一个点列. 如果对点
x ∈ X 的每个邻域 U, 都存在 N > 0, 使得当 n >N 时成立 xn ∈U, 就称该点
列 收敛, 而 x 是该点列的一个极限, 记作 limn→∞ xn = x.

在一般的拓扑空间中, 集合 A ⊂ X 的极限点未必是 A 中一个序列的极

限.
习题 5.设 T 是 R的一个子集族,由空集或其补集是可数集的子集组成. 证
明:
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1) T 是 R 的一个拓扑 (称作可数补拓扑);

2) 在该拓扑下, 点 0 是 R \ {0} 的一个极限点；

3) 在该拓扑下, R \ {0} 中没有收敛到点 0 的序列.

此外注意, 在一般拓扑空间中, 若一个序列收敛, 其极限未必是唯一的.
习题 6. 考虑带有限补拓扑的 R, 设 x1,x2, · · · 是其中的一个序列, 且存在常
数 M, 使得同一个点在该序列中重复出现的次数小于 M. (例如取 1,2,3, · · ·
就是这样的序列.) 那么该序列收敛于 R 中每个点.

定义 6 (豪斯多夫空间中序列极限的唯一性). 设 X 是一个豪斯多夫空间,
(xn)∞n=1 是 X 中的一个收敛序列, 则该序列收敛于唯一的极限.

证明. 若该序列收敛于两个不同的极限 x和 x′,则存在互不相交的 x的开邻

域 U 和 x′ 的开邻域 V. 由极限定义, 存在 N > 0 使得 n >N 时 xn ∈U∩V,
与 U∩V = ∅ 矛盾. 2

2.4 边界

定义 7 (边界). 设 A 是拓扑空间 X 的子集. A 的边界(记为 ∂A) 定义为

∂A = Cl(A)\ Int(A).

例 4. 在 R 的标准拓扑下, ∂Q =R.

习题 7. 集合 [0,1] ⊂R 在 R 的有限补拓扑下, 它的边界是什么?
习题 8. 集合 [0,1] ⊂R 在 R 的离散拓扑下, 它的边界是空集.

定理 4 (边界点的刻画). 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集, x ∈ X. 则 x ∈ ∂A

当且仅当 x 的每个邻域都与 A 和 X \A 相交.

证明. 1. 设 x ∈ ∂A = (A∪A′) \ Int(A) (其中 A′ 是 A 的极限点集), U 是包

含 x 的任意开集. 无论 x ∈ A 或 x ∈ A′, 根据极限点定义, U∩A 都不是空

集. 又若 U∩ (X \A) = ∅, 那么 U ⊂ A, 这与 x < Int(A) 矛盾. 故必要性得证.
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2. 反之, 由 x 的任何邻域与 X \A 相交可知 x 一定不是 A 的内点. 若
x ∈ A, 就证明了 x ∈ ∂A. 若 x < A, 则由条件和极限点定义知道 x 是 A 的极

限点, 于是 x ∈ ∂A 仍旧成立. 2

定理 5 (边界的性质). 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集, 则成立如下结论:

1) ∂A 是闭集;

2) ∂A = Cl(A)∩Cl(X \A)

3) ∂A∩ Int(A) = ∅;

4) ∂A∪ Int(A) = Cl(A);

5) ∂A ⊂ A 当且仅当 A 是闭集;

6) ∂A∩A = ∅ 当且仅当 A 是开集;

7) ∂A = ∅ 当且仅当 A 既是开集, 又是闭集.

证明. 1)-3) 是显然的.
4) 注意到 Int(A) ⊂ Cl(A), 从而由边界 ∂A 的定义, 成立

Cl(A) = Int(A)∪∂A.

5) 由上式, ∂A ⊂ A 导致 Cl(A) ⊂ A, 于是 A = Cl(A) 是闭集. 反之, 利用
上式, A = Cl(A) = Int(A)∪∂A, 从而必有 ∂A ⊂ A.

6) A是开集当且仅当 Int(A)=A,充分性由 3)即得. 反之,若 ∂A∩A= ∅,
利用

Int(A) = Cl(A)\∂A = (A∪A′)\∂A

= (A\∂A)∪ (A′ \∂A) = A∪ (A′ \∂A) ⊃ A

即得 IntA = A. 这里 A′ 是 A 的极限点集. 2



第三讲 拓扑子空间

从这一讲开始, 我们介绍如何用已知的拓扑结构在新的集合上构造拓
扑. 这里新的集合主要是指三种情形: 原集合的子集, 原集合的笛卡尔积集,
以及原集合的商集 (对原集合划分所得等价类的集合). 这一讲我们介绍这
三者中最简单的子空间拓扑.

3.1 子空间拓扑

定义 1 (子空间拓扑). 设 X 是具有拓扑 T 的拓扑空间, Y 是 X 的子集.
定义 TY = {U∩Y : U ∈ T }, 称为 Y 上的子空间拓扑. Y 在此拓扑下被称

作 X 的一个拓扑子空间. 如果 V 是 Y 在子空间拓扑下的一个开集, 就称
V ⊂ Y相对 Y 是开的.

我们可以利用定义直接验证 TY 确实是集合 Y 上的一个拓扑. 所以上
述定义是合理的.

例 1. 考虑带标准拓扑的 R 的子集 Y = [0,1), 则 [0, 1
2 ) 是 Y 的开集, [1

2 ,1)

是 Y 的闭集. 将整数集 Z 视作 R 的拓扑子空间, 则 Z 的子空间拓扑就是
其离散拓扑, 因为 Z 中任何单点集都是开集.

定理 1 (子空间的拓扑基). 设 X 是一个拓扑空间, B 是 X 上拓扑的一个拓

扑基. 若 Y 是 X 的子集, 则 BY = {B∩Y : B ∈ B} 就是 Y 作为 X 的拓扑子空

间的一个拓扑基.

17
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证明. 我们用第一讲定理 2 证明.
首先注意 BY 是 Y 中的一族开集. 设 V 是 Y 中的任意一个开集, 则根

据子拓扑定义, 存在 X 中开集 U 使得 V = U∩Y. 对 V 中任意一点 x, (从
而 x ∈U,) 由拓扑基的性质, 存在 B ∈ B 使得 x ∈ B ⊂U, 从而 x ∈ B∩Y ⊂ V.
由于 B∩Y ∈ BY, 这就证明了 BY 是 Y 的一个拓扑基. 2

例 2. 设 S 是具有标准拓扑的 R3 中的一个曲面, 那么由 R3 中的开球与 S

相交所得到的 S 的开 “补丁” 构成的集族就是拓扑子空间 S 的一个拓扑基.

3.2 拓扑子空间中的闭集

定义 2 (拓扑子空间中的闭集). 设 Y 是拓扑空间 X 的子空间. 称 Y 的子集

A 是相对于 Y 的闭集, 如果它是 Y 的子空间拓扑下的闭集.

定理 2 (相对闭集的刻画). C 是拓扑空间 X 中相对于拓扑子空间 Y 的闭集,
当且仅当存在 X 的闭集 D, 使得 C =D∩Y.

证明. 必要性. 设 C 是相对于 Y 的闭集, 则 Y \C 是相对于 Y 的开集, 从
而有 X 中开集 U 使得 Y \C = U∩Y. 注意 C ⊂ Y, 于是 C = Y \ (U∩Y) =

Y \U = Y∩ (X \U), 所以取 D = X \U 即可.
充分性. Y \C = Y \ (D∩Y) = Y \D = Y∩ (X \D), 而 X \D 是 X 中开集,

从而 Y \C 是 Y 中开集, 于是 C 是 Y 中闭集. 2
习题 1. 设 A 是拓扑空间 X 的子空间, U 是 A 的子集. 证明: 1)U 相对于
A 的闭包就是 U 相对于 X 的闭包与 A 的交集; 2) U 相对于 A 的内部就是

U 相对于 X 的内部与 A 的交集.
习题 2. 证明: 一个豪斯多夫空间的拓扑子空间仍是豪斯多夫空间.
习题 3. 证明: 有理数集 Q 作为具有标准拓扑的 R 的拓扑子空间的拓扑不
是其离散拓扑.
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设 X,Y 是两个集合, f 是定义在 X 上, 取值在 Y 中的一个映射, 1 即对

任意的 x ∈X, 在 Y 中存在唯一的一点 y. 由于 y 被 x 按对应法则 f 唯一确

定, 故记 y = f (x). 设 A,B 是 X 的子集, 则利用集合论知识, 不难验证

f (A∪B) = f (A)∪ f (B), f (A∩B) ⊂ f (A)∩ f (B),

f (A)\ f (B) ⊂ f (A\B).

又设 Λ 是个指标集, Vλ (λ ∈Λ) 是 Y 的子集, 则

f−1

⋃
λ∈Λ

Vλ

 =⋃
λ∈Λ

f−1(Vλ),
⋂
λ∈Λ

f−1(Vλ) = f−1

⋂
λ∈Λ

Vλ

 ,
f−1(V)\ f−1(W) = f−1(V \W). (4.1)

这里 f−1(V) = {x ∈ X : f (x) ∈ V} 是 V 的原像.

这一讲我们严格定义什么是连续映射, 介绍其基本性质, 以及构造连续
映射的基本方法.

1注意: 映射包括定义域 X, 像集 Y, 以及对应法则 f 三要素. 三者有一个不同, 对应的
就是不同的映射. 例如, f : X→ Y 和 f : X→ f (X) ⫋ Y 是两个不同的映射. 这里虽然定义
域和对应法则相同, 但像集不同: 由于假设 f (X) 是 Y 的真子集, 前一个映射不是满射, 而
后一个是满射.
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4.1 定义

定义 1 (连续映射的开集定义). 设 X,Y 是拓扑空间, f 是 X 到 Y 的映射. 称
f 是连续的, 如果对于 Y 中任意开集 U, 其原像 f−1(U) 是 X 中的开集.

利用公式(4.1), 我们有

定理 1 (连续映射的闭集定义). 设 X,Y 是拓扑空间, f 是 X 到 Y 的映射. 则
f 是连续的, 当且仅当对于 Y 中任意闭集 V, 其原像 f−1(V) 是 X 中的闭集.

例 1. X 上的恒等映射 x 7→ x 是连续映射.

例 2. 取定 Y 中一点 y0, 则常值映射 x 7→ y0 是连续映射.

注意, 很容易举例说明连续映射一般来说未必将开集映为开集, 或闭集
映为闭集.

定理 2 (连续性的拓扑基判定). 设 X,Y 是拓扑空间, B 是 Y 上拓扑的一个

拓扑基, 则 f : X→ Y 连续当且仅当对任意 U ∈ B, f−1(U) 是 X 中的开集.

证明. 必要性: 显然. 充分性: 设 V 是 Y 上任意开集, 则它可以表示为
拓扑基中开集的并集: V =

⋃
j∈J U j, 其中 U j ∈ B, J 是一个指标集. 那么

f−1(V) =
⋃

j∈J f−1(U j) 是 X 上的开集. 2
以上关于连续映射的定义都是整体的. 为了和数学分析中学过的连续

函数建立联系, 我们给出如下重要的定理.

定理 3 (连续性的局部刻画). 映射 f : X→ Y 是连续的, 当且仅当对任意点
x ∈ X, 以及对 f (x) 的任一邻域 U, 存在 x 的邻域 V 使得 f (V) ⊂U.

证明. 必要性. 设 f 是连续映射. 不妨设 U 是 f (x) 在 Y 中的一个开邻域,
则 f−1(U) 是 X 中开集且包含 x. 取 V = f−1(U) 即可.

充分性. 对于 Y中任意开集 U,考虑其原像 f−1(U). 对任意 x ∈ f−1(U),
由条件, 存在开集 V 3 x 使得 V ⊂ f−1(U). 这就表明 f−1(U) 是开集. 2

点 x 的邻域中的点可以看作是和 x 接近的点. 这个定理表明, 连续映射
确实把与 x接近的点映到与 f (x)接近的点,没有出现 “撕裂”,与我们对 “连
续” 的直观感受相符.
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4.2 连续映射的性质

定理 4 (闭包性质). 设 f : X→ Y 是连续的, A ⊂ X. 则 f (Cl(A)) ⊂ Cl( f (A)).

证明. 若 x ∈ A, 则显然 f (x) ∈ Cl( f (A)). 现设 x ∈ Cl(A) \A, 则 x 是 A 的极

限点. 对 f (x) 的任意邻域 U, f−1(U) 是 x 的一个邻域. 由极限点的定义, 其
中有 A 中的不同于 x 的点, 记作 x′. 如果 f (x′) = f (x), 则 f (x) ∈ f (A), 从而
定理成立. 如果 f (x′) , f (x), 则 U 中有不同于 f (x) 的 f (A) 的点, 所以 f (x)

是 f (A) 的极限点, 也得到 f (x) ⊂ Cl( f (A)). 2
习题 1.证明该定理的逆命题也成立,即: 如果对任意 A⊂X,成立 f (Cl(A))⊂
Cl( f (A)), 则 f 连续.

定理 5 (序列性质). 设 f : X→ Y 是一个连续映射. 如果 X 中的一个点

列 x1,x2, · · · 收敛到 x, 则 Y 中的点列 f (x1), f (x2), · · · 收敛到 f (x).

证明. 对 Y 中 f (x) 的任意邻域 U, f−1(U) 是 x 的一个邻域, 从而存在 N 使

得当 n >N 是 xn ∈ f−1(U), 即 f (xn) ∈U, 从而 f (xn) 收敛到 f (x). 2

4.3 连续映射的构造

通过连续映射研究拓扑空间的性质是一个重要的行之有效的方法. 实
际问题中构造连续映射需要结合具体情况, 往往需要有相当强的技巧. 不过
从宏观策略来讲, 以下几种化繁为简的方法具有一般性, 需要掌握.

首先不难直接证明如下结果.

定理 6 (复合映射的连续性). 设 f : X→ Y, g : Y→ Z 都是连续映射, 则复合
映射 g◦ f : X→ Z 也是连续的.

定理 7 (粘接引理). 设 X 是拓扑空间, A 和 B 是闭集, 且 A∪B =X. 将 A,B

看作 X 的拓扑子空间. 如果 f : A→ V 和 g : B→ V 是连续映射, 且对于
A∩B 中所有点 x, 成立 f (x) = g(x), 则由

h(x) =

 f (x) x ∈ A,

g(x) x ∈ B
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定义的映射 h : X→ Y 是连续的.

证明. 设 C是 Y中闭集,则 h−1(C)= f−1(C)∪ g−1(C). 由 f 的连续性, f−1(C)

在 A 中闭, 从而有 X 的闭集 D, 使得 f−1(C) =D∩A. 注意到 A 是 X 中的

闭集, 从而 f−1(C) 是 X 中闭集. 类似的可证明 g−1(C) 也在 X 中闭, 从而
h−1(C) 是 X 中的闭集. 这就得到了 h 的连续性. 2

定理 8 (限制). 设 X,Y 是拓扑空间, f : X→ Y 是连续映射, 而 A 是 X 的拓

扑子空间, 则 f |A : A→ Y 是连续的.

证明. 设 U 是 Y 的开集, 则 f |−1
A (U) = f−1(U)∩A. 根据拓扑子空间的定义,

这也是 A 的开集. 2
习题 2.设 T1,T2 是 X 上的两个拓扑, 那么从 (X,T1)到 (X,T2)的恒等映射

是连续的充要条件是 T1 细于 T2.

定义 2 (一致收敛). 设 { fn}∞n=1 是从集合 X到度量空间 (Y,d)的映射序列. 称
该序列 { fn} 一致收敛 到映射 f : X→ Y, 如果对于任意给定的 ε > 0, 存在正
整数 N, 对于 n >N 以及任意的 x ∈ X, 都成立

d( fn(x), f (x)) < ε.

定理 9 (一致收敛的极限定理). 设 { fn} 是从拓扑空间 X 到度量空间 Y 的连

续映射的一个序列. 若 { fn} 一致收敛于 f : X→ Y, 则 f 连续.

证明. 1. 设 V 是 Y 的一个开集, x0 ∈ f−1(V). 要找到 x0 的一个邻域 U, 使
得 f (U) ⊂ V.

2. 令 y0 = f (x0). 取 ε > 0 使得球 B(y0,ε) ⊂V. 应用一致收敛性, 可找到
N 使得对 n ≥N, 及任意 x ∈ X, 成立

d( fn(x), f (x)) < ε/3.

3. 由 fN 的连续性,存在 x0 的一个邻域 U,使得 fN(U) ⊂ B( fN(x0),ε/3).
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下面证明 f (U) ⊂ B(y0,ε) ⊂ V. 为此, 当 x ∈U 时, 成立

d( f (x), fN(x)) < ε/3, 依据 N 的选取,

d( fN(x), fN(x0)) < ε/3, 依据 U 的选取,

d( fN(x0), f (x0)) < ε/3, 依据 N 的选取.

于是由三角不等式, 即得 d( f (x), f (x0)) < ε. 2

例 3. 设 A 是度量空间 (X,d) 的子集, f : X→R 定义为

f (x) = inf{d(x,a) : a ∈ A}.

证明: f 是连续映射.

证明. 显然 f 是个函数. 对任意 x ∈ X, 由下确界定义, 对任意 ε > 0, 存在
a ∈ A 使得 f (x) ≤ d(x,a) ≤ f (x)+ε. 对任意 x′ ∈ X, 成立 f (x′) ≤ d(x′,a). 此式
与 − f (x)−ε ≤ −d(x,a) ≤ − f (x) 相加, 得到 f (x′)− f (x)−ε ≤ d(x′,a)−d(x,a) ≤
d(x,x′). (最后不等号利用了三角不等式.) 于是 f (x′)− f (x) ≤ d(x,x′)+ε. 由
ε的任意性, 即得 f (x′)− f (x) ≤ d(x,x′). 再由 x,x′ 的任意性及该式的对称性,
成立 f (x)− f (x′) ≤ d(x,x′). 于是得到 | f (x)− f (x′)| ≤ d(x,x′). 由此不难用连
续性在度量空间情形的 ε−δ 语言说明 f 的连续性. 2
习题 3. 设 X 是拓扑空间, Y 是度量空间, fn : X→ Y 是一致收敛到 f 的连

续映射序列, 且 xn 是 X 中收敛到 x 的点列. 证明: fn(xn) 收敛到 f (x).
习题 4. 设 X 是拓扑空间, f , g : X → R 是连续函数. 证明: f (x) +

g(x), f (x)g(x) 也是 X→R 的连续函数.
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第五讲 拓扑同胚

拓扑学研究图形等对象在连续变换下的不变性质. 这里连续变化指既
不出现 “撕裂”, 也不出现 “粘合”. 前者要求映射是连续的, 后者实质上要求
映射的逆映射存在, 而且也是连续的. 这种双连续映射就是拓扑同胚映射.
这一讲我们介绍拓扑同胚的基本性质和一些具体例子.

5.1 同胚映射

定义 1 (同胚). 设 X,Y是拓扑空间, f : X→Y是映射,且其逆映射 f−1 : Y→
X 存在. 如果 f 和 f−1 都是连续的, 则称 f 是一个同胚. 如果 X 和 Y 间存

在一个同胚, 就称 X 和 Y 是同胚的 (或拓扑等价), 记作 X � Y.

由定义可见在同胚 f 作用下, 开集的像和原像都是开集. 同胚映射建立
了 X 和 Y 上拓扑之间的且与集合交、并、补运算关系兼容的对应. 这个概
念和代数结构间的同构 (如线性空间同构) 是类似的. 所以从拓扑学角度讲,
同胚的拓扑空间是一样的: 虽然它们可能由不同的元素构成, 从集合论角度
讲绝不相同, 但在刻画其中点的远近时, 两个拓扑的功能是完全一样的.

拓扑等价是所有拓扑空间构成的集合中的一个等价关系, 即满足

• X � X: 同胚是恒等映射 id : X→ X;

• 若 X � Y, 则 Y � X: 设 f : X→ Y 是同胚, 则 f−1 : Y→ X 也是同胚;

• 若 X � Y, Y � Z, 则 X � Z: 设 f : X→ Y 是同胚, g : Y→ Z 是同胚, 则
g◦ f : X→ Z 是同胚.
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对拓扑空间按该等价关系分类, 是拓扑学的核心问题.

例 1. 回忆在复变函数课程中, 称复平面上的两个子集 U,V 是共形等价的,
如果存在全纯函数 h : U→ V, 且它的逆 h−1 : V→U 存在, 并且 h−1 也是全

纯函数. 由于全纯函数是连续函数, 所以共形等价的 U 和 V 作为平面的拓

扑子空间也是拓扑等价的. 由黎曼映射定理, 复平面上不等同于复平面的任
意单连通区域都与单位圆共形等价. 所以开半平面和单位圆是同胚的 (可通
过分式线性变换直接构造双全纯映射). 但由刘维尔定理 (有界整函数必为
常数), 全平面和单位圆并不共形等价.

例 2 (全平面与半开平面及开圆盘同胚). 设 X = R2 带标准拓扑, 半平面
Y = {(x, y) ∈R2 : x > 0} 和开圆盘 Z = {(x, y) ∈R2 : x2+ y2 < 1} 分别是 X =R2

的拓扑子空间. 那么 f (x, y) = (ex, y)是 X 和 Y 的同胚; g(r,θ) = ( r
1+r ,θ)是 X

到 Z 的同胚, 这里 (r,θ) 是极坐标.

例 3. 记 X= [0,2π)⊂R和单位圆周 S1 ⊂R2分别是具有标准拓扑的R和R2的

拓扑子空间. 记 S1 上点为 pθ,其极坐标下的幅角是 θ. 考虑映射 f : X→ S1,
f (θ) = pθ. 不难验证 f 存在逆映射, 且 f 是连续的. 但是 f−1 并不连续, 因
为 f ([0,1)) 不是 S1 上的开集, 而 [0,1) 却是 X 的开集. 事实上我们将利用
下文的定理 2 证明 X 与 S1 并不同胚.

例 4. 复分析中学过的球极平面投影是去掉一点的球面到平面的同胚.

例 5. 通过构造可逆仿射线性变换, 可证明任意三角形都同胚; 通过适当的
三角剖分, 构造分片的可逆仿射线性变换, 可知平面上任意凸多边形都和三
角形同胚.

例 6. 平面上第一象限由 x-轴、y-轴和直线 x+ y = 1 围成的三角形与单位

圆和第一象限相交形成的扇形同胚, 同胚映射是 (x, y) 7→ (
√

x,
√

y). 由此可
知任意长方形、三角形都与圆同胚;

习题 1. 证明标准拓扑下 (0,1) ⊂R 与 R 同胚; 进一步,R 上任意两个开区间
都同胚.
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5.2 嵌入映射

定义 2 (嵌入). 拓扑空间 X 在 Y 中的嵌入 是一个单的连续映射 f : X→ Y,
它把 X 同胚地映到 Y 的拓扑子空间 f (X).

定义 3. 设 X 是一个拓扑空间, f : [−1,1]→ X 是一个嵌入. f 的像集称作

X 中的一段曲线. 如果 f : S1 → X 是一个嵌入, 其像集称作 X 中的一条

简单闭曲线.

嵌入 f : S1→R3 就被称作一个纽结.

例 7. 如下 R3 中参数曲面 A 叫做平环:

A = {(cosθ,sinθ, t) : 0 ≤ θ ≤ 2π,−ϵ ≤ t ≤ ϵ},

其中 ϵ > 0 是个非常小的参数. A 和如下扭转 n 次的曲面 An 是同胚的 (将
A 中参数 (θ, t) 对应的点映到 An 中具有相同参数的点)

An = {((1+ tsin(nθ))cosθ, (1+ tsin(nθ))sinθ, tcos(nθ)) :

0 ≤ θ ≤ 2π,−ϵ ≤ t ≤ ϵ}.

习题 2. 构造一个 R 到 R2 的嵌入.

5.3 拓扑性质

定义 4. 在同胚下不变的性质 (概念, 量) 称作拓扑性质 (概念, 不变量).

对拓扑性质的研究是拓扑学的关键性的课题. 拓扑性质是判断两个空
间是否同胚的必要条件.

上一节的例子告诉我们, 有界性、光滑性等都不是拓扑性质.

定理 1. 如果 f : X→ Y 是一个同胚, X 是一个豪斯多夫空间, 则 Y 也是一

个豪斯多夫空间.
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证明. 设 y1, y2 是 Y 中不同两点, 则 f−1(y1), f−1(y2) 是 X 中不同两点, 从
而存在 X 中不相交的开集 U1,U2 分别包含 f−1(y1) 和 f−1(y2). 那么 f (U1)

和 f (U2) 均为 Y 中开集且互不相交, 并且 y1 ∈ f (U1), y2 ∈ f (U2). 2
由此我们推断具有标准拓扑的 R 和具有有限补拓扑的 R 绝不同胚.

定理 2 (不动点性质). 设 X 是拓扑空间, f : X→X 是连续映射. 如果存在点
x∗ ∈X 使得 f (x∗) = x∗, 则称 x∗ 是 f 的一个不动点. 如果 X 到自身的连续映

射均有不动点, 则称拓扑空间 X 具有不动点性质. 不动点性质是拓扑性质.

证明. 设 X 与 Y 拓扑等价, X 有不动点性质, h : X→ Y 是同胚映射, ψ 是 Y

上的连续映射. 则 φ = h−1 ◦ψ◦h 是 X 上的连续映射. 设其不动点是 x∗, 则
h(x∗) 就是 ψ 的不动点. 所以 Y 也有不动点性质. 2

X
φ
��

h // Y
ψ
��

X Yh−1
oo

例 8. 区间 I = [0,1] 具有不动点性质, 而单位圆周 S1 没有不动点性质.

证明. 1. 对任意连续映射 f : I→ I, 如果 0,1 都不是不动点, 必有 f (0) >

0, f (1) < 1, 从而对函数 g(x) = f (x)− x 在 [0,1] 上利用介值定理, 必有一点
x∗ ∈ (0,1) 使得 f (x∗) = x∗.

2. 记 S1 = {z ∈R2 : |z| = 1}. 作映射 f : S1→ S1, 其中 f (z) = −z. 它没有
不动点. 2
习题 3. 利用适当的拓扑性质证明 R 和它的子空间 Q 不同胚.

5.4 映射诱导拓扑

设有映射 f : X→ Y, 其中 Y 是拓扑空间, 具有拓扑 TY, 而 X 还没有给

定拓扑. 显然, 如果在 X 上给离散拓扑, 那么 f 就必然连续. 但这个拓扑太
细了. 如果 X 上给平凡拓扑, 则 f 一般都不会连续.
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但我们可以利用 f 把拓扑 TY 转移成 X 上的一个拓扑 TX = { f−1(U) ⊂
X : U ∈ TY}. 利用第四讲 (4.1) 式, 不难知道这确实是 X 上的一个拓扑. 显
然, 这是使得 f : X→ Y 连续的最小 (最粗) 的拓扑.

一般来说, 考虑一族映射 fλ : X→ Yλ, 那么也类似地可以建立所谓 X

上的 “弱拓扑”, 这是保证所有 fλ 均连续的最粗的拓扑.

1. 拓扑子基

为构造弱拓扑, 我们先引入如下较拓扑基更加简单的概念.

定义 5 (拓扑子基). 设 C 是非空集合 X 的某些子集构成的集族. 称 C 是 X

的一个覆盖, 如果 C 中子集的并集就是 X. 定义 X 的子集族

B = {B : B 是 C 中有限个元素的交集}.

则容易验证 B 是 X 的一个拓扑基, 称 C 是 B 的一个 拓扑子基.

我们可以认为拓扑子基中的元素是一些原材料, 通过有限次剪裁 (即有
限交运算), 就得到了可拼装出任意开集的基本原件, 即拓扑基.

2. 弱拓扑与函数列的点态收敛

定义 6 (弱拓扑). 设 X 是一个集合, Λ 是一个指标集, 并且对任意 λ ∈Λ, 存
在一个拓扑空间 (Yλ,Tλ), 以及一个映射 fλ : X→ Yλ. 称 X 上使得每个 fλ
都连续的最粗 (即最小) 的拓扑 T 为由映射族 { fλ} 确定的弱拓扑.

定理 3 (弱拓扑的存在性). 记 N = { f−1
λ (Uλ) : λ ∈Λ,Uλ ∈ Tλ},

B = {N中有限个元素的交集},

则 B 是 X 上的一个拓扑基, 它生成 X 上由 { fλ}λ∈Λ 确定的弱拓扑.

证明. 1. 显然 N 是生成 B 的拓扑子基. 它生成的 X 上的拓扑记作 T .
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2. 由于 N 中元素都是 T 的开集, 从而 fλ : (X,T )→ (Yλ,Tλ) 都是连续

的.
3. 设 T ′ 是 X 上使得 fλ 都连续的一个拓扑 (例如离散拓扑). 为使 fλ

连续,所有 N 的元素都必须是开集,即 N ⊂T ′. 于是 B⊂T ′,从而 T ⊂T ′.
2

例 9. 设 X 是个集合, (Y,T )是个拓扑空间. 考虑 X→ Y 的所有映射的集合

YX. 对任意 x ∈ X, 考虑 YX→ Y 的赋值映射 ex( f ) = f (x). 则所有 ex 确定了

由映射构成的集合 YX 上的一个弱拓扑.

设 { fn} 是 YX 中一列按弱拓扑收敛的映射, 则对任意 x ∈ X, 根据连续
映射 ex 的序列性质, 点列 ex( fn) = fn(x) 要按 Y 的拓扑收敛到 ex( f ) = f (x).
所以映射空间 YX 中的映射序列的弱收敛就是普通函数列点态收敛的一种

推广.
特别地, 取 X 是个赋范线性空间, 考虑 X 上所有连续线性泛函 (即取值

为带标准拓扑的 R 的连续线性映射) 构成的集合 X∗. 对任意 x ∈ X, 定义赋
值映射 ex : X∗→R, 使得 ex( f ) = f (x). 为保证所有赋值映射连续, 我们可确
定 X∗ 上的一个弱拓扑. 称序列 { fn}弱收敛到 f , 按上述对弱拓扑的说明, 就
是对任意 x ∈ X, 在 R 上成立 limn→∞ fn(x) = f (x). 这就是泛函分析中的泛
函序列弱收敛的概念. 泛函分析及其应用中的一个重要的问题就是判断给
定弱拓扑的映射空间 YX 中的什么样的子集具有序列紧性. ——我们发现
分析中的许多问题的根其实是扎在拓扑之中的.

3. 弱拓扑与子空间拓扑

定理 4 (子空间拓扑). 设 A 是拓扑空间, A ⊂ X. 映射 i : A→ X, i(x) = x 称

为 包含映射. A 上由 i 决定的弱拓扑就是子空间拓扑.

证明. 注意到对于 X 中开集 U, i−1(U) =A∩U, 而后者根据子空间拓扑的定
义, 就是子空间中的开集. 2
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4. 强拓扑

对某些映射 f : X→ Y, 其中 X 上已有拓扑结构而 Y 上没有 (显然 Y 上

拓扑越粗容易保证 f 连续性), 则有可能借助 f 把 X 上的拓扑转移到 Y 上,
使得 f 连续. 这是 Y 上使 f 连续的最细的拓扑, 称为 Y 上的 “强拓扑”(强
是指开集多, 从而判别点是否临近的要求要强一些). 除了上述子空间拓扑,
强、弱拓扑的观点还有助于我们理解下面两讲中介绍的乘积空间和商空间

上拓扑的构造.

定义 7 (强拓扑). 设有一族拓扑空间 (Xλ,Tλ)及映射 fλ : Xλ→ Y. Y 上使得

每个 fλ : (Xλ,Tλ)→ (Y,T )都连续的最细 (最大)的拓扑 T 称作由 { fλ}确定
的强拓扑.

定理 5 (强拓扑的存在性). 设有一族拓扑空间 (Xλ,Tλ) 及映射 fλ : Xλ→ Y.
则 Y 上由 { fλ} 确定的强拓扑是

T = {U ⊂ Y : 每个 f−1
λ (U) 都是 Xλ 中的开集}.

证明. 1. 先证明 T 是个拓扑. 显然 ∅ ∈ T . 又 f−1
λ (Y) = Xλ 是开集, 从而

Y ∈ T .
再设 U,V ∈ T , 则 f−1

λ (U∩V) = f−1
λ (U)∩ f−1

λ (V) 也是 Xλ 中开集. 从而
T 中有限个元素的交集仍在 T 中.

又对于指标集 J, 对任意 j ∈ J, 设 U j ∈ T , 则

f−1
λ (
⋃
j∈J

U j) =
⋃
j∈J

f−1
λ (U j)

也是 Xλ 中的开集. 这就证明了 T 是 Y 上的拓扑.
2. 显然对于拓扑 T , 所有映射 fλ 都是连续的.
3. 记 T ′ 是使得每个 fλ 都连续的 Y 上的一个拓扑 (例如取平凡拓扑),

我们要证明 T ′ ⊂ T . 事实上, 对任意 U ∈ T ′, 根据连续映射的定义, 对任意
λ, f−1

λ (U) 都是 Xλ 上开集. 从而 U ∈ T . 2

习题 4. 设映射 f : X → Y 是一一映射, 且对 X 的任意子集 A, 均成立
f (Cl(A)) = Cl( f (A)). 证明 f 是同胚.
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第六讲 乘积拓扑空间

这一讲我们介绍如何在拓扑空间的笛卡尔积上建立有用的拓扑结构.

6.1 积拓扑

定义 1 (积拓扑). 设 (X,TX) 和 (Y,TY) 是两个拓扑空间. 则

TX×Y =

⋃
λ∈Λ

(Uλ×Vλ) : Uλ ∈ TX,Vλ ∈ TY,Λ 是任意指标集


是 X×Y 上的一个拓扑, 称为 TX 和 TY 的 积拓扑. 拓扑空间 (X×Y,TX×Y)

则被称为拓扑空间 (X,TX)和 (Y,TY)的乘积拓扑空间,记为 (X,TX)×(Y,TY).

习题 1.证明 BX×Y = {U×V : U ∈ BX,V ∈ BY }是生成 TX×Y 的一个拓扑基.
这里 BX 和 BY 分别是 X 和 Y 的拓扑基.

我们看到, 形如 U×Y, X×V(其中 U ∈ TX, V ∈ Ty) 的 “带形” 子集构
成乘积拓扑空间 X×Y的一个拓扑子基. 这些元素的有限交构成 X×Y的若

干 “长方体” 子集, 这些长方体子集就构成 X×Y 的一个拓扑基. X×Y 中的

开集就是这些大大小小的长方体子集拼凑出来的 (允许互相有重叠).

定理 1 (乘积拓扑与弱拓扑). 设 (X,TX) 和 (Y,TY) 是两个拓扑空间. 在
X×Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y} 上定义投影映射:

jX : X×Y→ X, (x, y) 7→ x;

jY : X×Y→ Y, (x, y) 7→ y.

33
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则 X×Y 上由 jX, jY 决定的弱拓扑就是乘积拓扑.

证明. 1. 对任意 U ∈ TX 和 V ∈ TY, 成立 j−1
X (U) = U×Y ∈ TX×Y, j−1

Y (V) =

X×V ∈TX×Y,从而 jX, jY 在乘积拓扑下连续. 于是,如果设 X×Y上由 jX, jY
决定的弱拓扑是 T , 则 T ⊂ TX×Y.

2. 现在设 U ∈ TX,V ∈ TY. 利用公式

(U1×V1)∩ (U2×V2) = (U1∩U2)× (V1∩V2),

成立

U×V = (U∩X)× (Y∩V) = (U×Y)∩ (X×V) = j−1
X (U)∩ j−1

Y (V) ∈ T .

于是对任意 Uλ ∈ TX,Vλ ∈ TY,⋃
λ∈Λ

(Uλ×Vλ) ∈ T .

这就证明了 TX×Y ⊂ T . 2

定理 2 (度量空间上的乘积拓扑). 设 (X,dx) 和 (Y,dY) 是两个度量空间. 在
X×Y 上可定义度量 d 为

d(p,q) =max(dX(px,qx),dY(py,qy)), ∀p = (px,py), q = (qx,qy) ∈ X×Y.

该度量决定的 X×Y 上的拓扑就是 X×Y 上的乘积拓扑.

证明. 1. 不难验证 d 确实是 X×Y 上的度量.
2. 设 A是乘积空间 X×Y中的一个开集,则由乘积拓扑开集的定义,对

任意点 p ∈ A, 存在 X 的开集 U 和 Y 的开集 V 使得 p ∈ U×V ⊂ A. 于是
px ∈ U 且 py ∈ V. 利用度量空间中开球构成拓扑基, 存在 ε > 0 和 δ > 0 使

得 B(px,ε) ⊂U, B(py,δ) ⊂V.于是 B(px,min(ε,δ)) ⊂U, B(py,min(ε,δ)) ⊂V.根

据 d 的定义, 这就意味着 B(p,min(ε,δ)) ⊂ (U×V) ⊂ A. 由 p ∈ A 的任意性,
得到 A =

⋃
p∈A B(p,rp). 于是 A 是度量 d 确定的拓扑下的开集.
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3. 反之, 设 B(p,r) 是度量空间 (X×Y,d) 中的一个开球 (实际上是开正
方形). 利用等式

B(px,r)×B(py,r) = B(p,r),

而 B(px,r) 和 B(py,r) 分别是 X,Y 中的开集, 即 B(px,r)×B(py,r) 是乘积空间

中的开集, 于是 B(p,r) 也是乘积空间中的开集. 利用 {B(p,r)} 是度量拓扑的
一个拓扑基, 就知道度量拓扑中的开集也是乘积空间中的开集. 2

6.2 积拓扑的性质

定理 3 (映射的分量及其连续性). 对于一个映射 f : A→ X×Y, 称 fX =

jX ◦ f , fY = jY ◦ f 是 f 的分量. 映射 f 连续的充分必要条件是其分量都连续.

证明. 如果 f 连续, 则由复合映射的连续性, 各个分量都是连续的. 反之, 对
任意指标集 Λ 和 λ ∈Λ, 设 Uλ 是 X 中开集, Vλ 是 Y 中开集, 则

f−1

⋃
λ∈Λ

Uλ×Vλ

 = ⋃
λ∈Λ

f−1(Uλ×Vλ)

=
⋃
λ∈Λ

f−1
(
(Uλ×Y)∩ (X×Vλ)

)
=
⋃
λ∈Λ

(
f−1(Uλ×Y)∩ f−1(X×Vλ)

)
=
⋃
λ∈Λ

(
f−1
X (Uλ)∩ f−1

Y (Vλ)
)

是 A 中开集. 2

例 1. 对固定的 a ∈ Y, 定义映射 ia : X→ X×Y. 则 ia 是个嵌入映射.

证明. 显然 ia 是单射. 由于其分量映射 jX ◦ ia 和 jY ◦ ia 分别是 X 上恒等映

射和 X→ Y 的常值映射, 故都连续, 从而 ia 连续. 最后, 由于 i−1
a = jX|X×{a},

而连续映射 jX 限制在其拓扑子空间上仍然连续, 故 i−1
a : X× {a} → X 连续.

这就证明了 ia 是个嵌入. 2
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定理 4 (子空间与乘积拓扑). 设 X,Y 是拓扑空间, 且 A ⊂ X,B ⊂ Y, 则 A×B

作为 X×Y 子空间的拓扑和作为拓扑子空间 A, B 的乘积拓扑是一样的. 这
里 A 是 X 的拓扑子空间, B 是 Y 的拓扑子空间.

证明. 1. 记 A×B 作为 X×Y 的子空间的拓扑是 T1, 作为拓扑子空间的乘

积拓扑是 T2.
2. 回忆形如 U×V (U,V 分别是 X,Y 的开集) 构成 X×Y 的一个拓扑

基, 从而 {(U×V)∩ (A×B)} 是生成 T1 的一个拓扑基. 注意到

(U×V)∩ (A×B) = (U∩A)× (V∩B), (6.1)

而后者在 T2 中, 故 T1 ⊂ T2.
3. 反之, 由于 (U∩A)× (V∩B) 是生成 T2 的一个拓扑基, 由(6.1) 知它

也是 T1 中的元素. 从而 T2 ⊂ T1. 证毕. 2

定理 5 (乘积拓扑下的点集结构). 设 A,B 分别是拓扑空间 X,Y 的子集, 则

Int(A×B) = Int(A)× Int(B), Cl(A×B) = Cl(A)×Cl(B).

证明. 1. 由于 Int(A)× Int(B) 是开解, 且包含在 A×B 中, 则根据内部的定
义, Int(A×B) ⊃ Int(A)× Int(B).

2. 设 U 是 A×B 的开子集, 则对任意 p ∈U, 存在 X 和 Y 的开子集 V

和 W 使得 p ∈ V×W ⊂U ⊂ A×B. 于是 V ⊂ Int(A) 且 W ⊂ Int(B). 对 p ∈U

取并集, 得到 U ⊂ Int(A)× Int(B), 从而 Int(A×B) ⊂ Int(A)× Int(B).
3. 设 A,B 分别是 X,Y 的闭子集, 则 A×B 也是乘积空间的闭集. 这是

因为

(X×Y)\ (A×B) = [(X \A)×Y]∪ [X× (Y \B)].

因为 A×B ⊂ Cl(A)×Cl(B), 而 Cl(A)×Cl(B) 是闭集, 所以 Cl(A×B) ⊂
Cl(A)×Cl(B) 是显然的.

4. 记 A′ 和 B′ 分别为 A 和 B 的极限点集, 回忆 Cl(A) = A∪A′, 从而
Cl(A)×Cl(B)= (A×B)∪(A′×B)∪(A×B′)∪(A′×B′). 显然 (A×B)⊂Cl(A×B).
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对任意点 (x, y) ∈ A′ ×B, 考虑它的任意邻域 U×V, 其中 U,V 分别是

X,Y 的开集. 注意到 x 是 A 的极限点, 从而 U∩A , ∅ 且其中含有不同
于 x 的 A 中的点, 不妨记作 x′. 于是 U×V 总与 A×B 相交, 且至少有一
个公共点 (x′, y) 不同于 (x, y). 于是 (x, y) 也是 A×B 的极限点. 由此推出
(A′×B) ⊂ Cl(A×B). 类似地成立 (A×B′) ⊂ Cl(A×B), (A′×B′) ⊂ Cl(A×B).
证毕. 2

例 2. 如下 R3 中旋转面 T2 称为环面:

T2 =
{
((2+ cosθ)cosφ, (2+ cosθ)sinφ,sinθ) : θ,φ ∈R

}
.

证明它同胚于 S1×S1.

证明. 1. 根据定理 4, S1×S1 和作为 R4 的拓扑子空间的

X = {((cosθ,sinθ), (cosφ,sinφ)) : θ,φ ∈R}

是同胚的.
2. 构造映射 f :R4→R3 如下:

f ((u1,v1), (u2,v2)) = ((2+u1)u2, (2+u1)v2,v1).

由于每个分量都连续, 它显然是连续的. 令 h = f |X, 则 h 是 X 到 T2 的映射,
而且由限制性质, 它还是连续的.

3. 另一方面, 做映射 g :R3 \ ({(0,0)}×R)→R4 如下:

g(u,v,w) =
(
(
√

u2+v2−2,w), (
u√

u2+v2
,

v√
u2+v2

)
)
,

它当 u2+ v2 , 0 时连续, 所以限制在 T2 上是连续的. 不难验证 g|T2 = h−1.
所以 h 就是所需的同胚映射. 2
习题 2. 证明豪斯多夫空间的乘积空间是豪斯多夫空间.
习题 3. 设 (X,d) 是个度量空间. 证明 d : X×X→R 是连续函数.
习题 4. 设 X,Y,Z 是三个拓扑空间. 证明乘积拓扑空间 (X×Y)×Z 和 X×
(Y×Z) 是拓扑等价的.
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6.3 无限个集合的笛卡尔积及其积拓扑 *

这一段是为理解第十二讲介绍的 Tychonoff 定理所作的预备知识, 初学
时可以略去.

为了解方程等数学问题的需要, 需要研究集合之间的某些映射的性质.
集合的笛卡尔积的概念使得我们可以把对映射的研究纳入集合论的框架.
例如把 N 到 R 的映射写作数列

x1,x2, · · · ,xn, · · · ,

那么所有这样的映射和笛卡儿积 RN 是一样的. 类比一下, R 上的所有实值
函数的集合和 RR 可以等价. 一般的, 集合 X 到 Y 的所有映射组成的集合

就是笛卡儿积 YX. 下面我们就解决如何恰当的定义集合 YX 的问题.

定义 2 (J-串). 设 J 是一个指标集. 对于给定的集合 X, X 的元素的J-串(J-
tuple) 是指一个映射 x : J→ X. 若 α ∈ J, 我们用 xα 表示 x 在 α 点的值, 称
为 x 的第 α 个坐标. 我们用记号

(xα)α∈J

表示函数 x 本身, 用 XJ 表示 X 中元素的 J-串的全体.

定义 3 (集合族的笛卡尔积). 设 {Aα}α∈J 是一个用指标集 J标注的集族 (简称
为加标集族), X =

⋃
α∈J Aα. {Aα}α∈J 的笛卡尔积定义为使得对于每个 α ∈ J,

有 xα ∈ Aα 的 X 的元素的所有 J-串 (xα)α∈J 的集合, 用∏
α∈J

Aα

表示. 也就是说, 它是所有这样的函数

x : J→
⋃
α∈J

Aα

的集合, 这些函数要满足条件: 对每个 α ∈ J, 成立 xα ∈ Aα. 如果 Aα 都等于

X, 则
∏
α∈J Aα 恰恰就是 X 的元素的 J-串的集合 XJ.
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下面定义拓扑空间 {Xα}α∈J 的笛卡儿积上的积拓扑. 考虑映射

πβ :
∏
α∈J

Xα→ Xβ, πβ((xα)α∈J) = xβ.

这被称作关于指标 β 的投影.

定义 4 (积拓扑). 令 Sβ 表示集族

Sβ = {π−1
β (Uβ) : Uβ 是 Xβ 中的开集},

而 S 是所有 Sβ 中的元素的并:

S =
⋃
β∈J

Sβ.

这是一个拓扑子基. 由 S中任意有限个元素的交集构成的集族B是∏β∈J Xβ

上的一个拓扑基, 它生成的拓扑称作
∏
β∈J Xβ 上的积拓扑.

积拓扑是使得所有投影 {πβ}β∈J 都连续的最粗的拓扑. 正是这个性质,
使得积拓扑在研究函数空间等问题中较其它拓扑更为有用.
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第七讲 商空间

本讲介绍如何用商映射和粘合技术构造拓扑空间, 比如平环, Mobius
带,球面,环面,射影平面等. 这些拓扑空间有丰富的分析、几何和拓扑性质,
在数学研究以及物理和工程应用中都很重要.

7.1 等价关系

等价关系本质是对集合 X 的一个划分.

定义 1 (等价关系). 设 R是由集合 X的非空子集构成的集合族,满足对任意
x ∈X, 存在唯一的 A ∈ R 使得 x ∈A, 则称 R 在 X 上定义了一个等价关系R∼.
R 的每个元素称为一个等价类. 每个点 x 所在的等价类记为 〈x〉R. 若 x 和

y 在同一等价类, 则称 x 和 y等价, 记作 x R∼ y.

例 1. 设 f : X→ Y 是一个映射. 则

R f = { f−1(y) : y ∈ Y} \ {∅}

在 X 上定义了一个等价关系
f∼. 显然 x

f∼ x′ 当且仅当 f (x) = f (x′). 换个说
法, 就是 〈x〉 = f−1({ f (x)}).

很容易证明

定理 1 (等价关系的性质). 设 R 是 X 上的一个等价关系, 则

反身性 x R∼ x;

41
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对称性 若 x R∼ x′, 则 x′ R∼ x;

传递性 若 x R∼ y, y R∼ z, 则 x R∼ z.

7.2 粘合映射与商空间

定义 2 (商空间). 设 ∼ 是 X 上的一个等价关系, 则所有的等价类构成的集
合 R 称为 X 关于 ∼ 的 商集, 记作 X/ ∼. 称映射

p : X→R,x 7→ 〈x〉R

为粘合映射. 若 X 上有拓扑 T , 则称 p 在 R 上决定的相应的强拓扑为商拓
扑,记作 T /∼. 称拓扑空间 (X/∼,T /∼)为 (X,T )的商空间,记作 (X,T )/∼.

由强拓扑的定义, 我们立即知道商空间中的子集是开集当且仅当其关
于粘合映射的原像是开集.

利用粘合映射可以严格描述对拓扑空间做 “粘合” 手术的过程, 证明许
多拓扑空间的等价性, 所以在构造拓扑空间, 证明拓扑空间同胚等方面有许
多应用.

例 2. 设 A 是拓扑空间 X 的闭子集. 将 X 按如下规则分为等价类: A

中所有点属于一类, X \A 中每一点自成一类. 这样得到的商空间称作
把 A 捏成一点所得的空间. 例如对平面上的单位闭圆盘 X = B1(0) ⊂ R2,
取 A = ∂X, 证明所得商空间 X \A 就是球面, 且商拓扑就是球面作为 R3 子

集的子空间拓扑.

解. 1. 上述手术过程其实就是厨师 “用面皮包包子” 的过程. 取平面的极坐
标 (r,θ) 表示, 可以把上述过程描述为函数 f : X→ S2 ⊂R3:

f (r,θ) = (2
√

r(1− r)cosθ,2
√

r(1− r)sinθ,2r−1).

显然这是一个连续映射.
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2. 记 p : X→ X \A 是粘合映射. 由定义, 这是一个连续的满映射. 以
后我们学习了紧性后, 知道 X 是紧集, 从而 X \A 是紧集. 注意 f 诱导了

X \A→ S2 的映射 g : 〈x〉 → f (x). 这是个一一对应, 且由强拓扑的定义, 它
是连续的 (参见下文定理 5 的证明). 由于 S2 是豪斯多夫空间, g 是个同构

(第 12 讲定理 9). 1 这就完成了证明. 2
我们注意上述论证具有重要启发意义. 一方面, 粘合映射和商空间是构

造新拓扑空间的在数学上非常方便的方法, 不受直观的约束. 另一方面, 从
简单例子看出, 这种构造方法在简单情形又和我们的直观相符. 所以这种方
法具有极大的推广价值.

例 3 (平环和莫比乌斯带). 考虑 X = [0,1]× [0,1] 的子集族:

RM =
{
{(0, y), (1,1− y)} : y ∈ [0,1]

}
∪
{
{(x, y)} : x ∈ (0,1), y ∈ [0,1]

}
,

则 RM 决定了 X 上的一个等价关系 ∼M. 商空间 X/ ∼M 称为莫比乌斯带.
它是一个不可定向曲面.

如果考虑子集族

RA =
{
{(0, y), (1, y)} : y ∈ [0,1]

}
∪
{
{(x, y)} : x ∈ (0,1), y ∈ [0,1]

}
,

则 RA 决定了 X 上的一个等价关系 ∼A. 商空间 X/ ∼A 就是平环 S1× [0,1].

7.3 商映射及其性质

定义 3 (商映射). 设 (X,TX) 和 (Y,TY) 是两个拓扑空间, f : X→ Y 是一个满

射, 并且 TY 是由 f 确定的强拓扑, (即 V ⊂ Y 是开集当且仅当 f−1(V) ⊂ X

是 X 中的开集), 则称 f 是一个商映射.

注意粘合映射是商映射. 商映射之所以重要, 是因为对这类连续映射,

1可直接用定义证明.
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成立类似代数同态基本定理2 的结论 (下文定理 9): 空间 X 按 f 像点的原

像作等价类之后得到的商空间与 f 的像空间 Y 拓扑同胚. 所以从一个商映
射就可以得到一个对应的粘合映射.

下面是商映射的一些性质.

定理 2. 设 f : X→ Y 是一个满射, 则 f 是商映射的充分必要条件是: V 是

闭集当且仅当 f−1(V) 是闭集.

证明. 利用集合关系式 f−1(Y \V) = X \ f−1(V). 2

定理 3. 两个商映射的复合映射还是商映射.

证明. 如果 f : X→ Y 和 g : Y→ Z 都是商映射, 则 g◦ f : X→ Z 是满射. 设
W ⊂ Z 是开集, 则 g−1(W) 是 Y 中开集, 从而 (g◦ f )−1(W) = f−1(g−1(W)) 是

X 中的开集. 得证. 2

定理 4. 设 f : X→ Y 是个连续的满射, 则如下条件都是 “ f 是商映射” 的充
分条件.

1) f 是开映射, 即任意开集 U ⊂ X 在 f 下的像集 f (U) 是 Y 中开集;

2) f 是闭映射, 即任意闭集 U ⊂ X 在 f 下的像集 f (U) 是 Y 中闭集.
2群同态基本定理: 设 f 是群 G1 到 G2 的满的同态映射, 则 ker( f ) 是 G1 的正规子群,

且 f 诱导出商群 G1/ker( f ) 到 G2 的同构 f̃ , 其中 f̃ (〈a〉) = f (a), ∀a ∈ G1.
此外回忆对线性空间之间的线性映射, 也存在类似结论, 即线性映射基本定理: 设有数域

F 上的线性空间 V1 和 V2, 以及线性映射 T : V1→ V2, 则 T 确定了同构

T̃ : V1/ker(T)→ T(V1), 〈v〉 7→ T(v).

商映射由其强拓扑的定义, 可以看作保开集的 “同态”, 虽未必是单射, 但把临近的点映到
临近的点 (连续映射), 邻近的点的原像也比较近 (开映射), 所以可以通过 “粘合” 定义域中
若干子集而使之与像集同胚. 请将上述两定理的条件和结论与下面的定理 9 作对比, 以更
好地理解定理 9 及商映射的意义.
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证明. 1. 设 U ⊂ Y 是开集, 因为 f 连续, 从而 f−1(U) 是 X 中开集. 又若
f−1(U) 是 X 中开集, 则由开映射性质, f ( f−1(U)) =U 是 Y 中开集. 从而 f

是商映射.
2. 类似证明. 2

习题 1. 设 f : X→ Y 是商映射, U 是 Y 的开子集, 则限制映射 f | f−1(U) :

f−1(U)→U 是商映射.

例 4. 设 f : X→ Y 是连续映射, 并且 X 有一个有限闭覆盖 {C1, · · · ,Cn} 使
得每个 f (Ck) 都是闭集而且 f |Ck 是嵌入. 则 g : X→ f (X),x 7→ f (x) 是商映

射.

证明. 1. 显然 g 是满射.
2. 设 A 是 X 中闭集, 则 A∩Ck 都是闭集而且 A =

⋃n
k=1(A∩Ck), 从而

g(A) = f (A) =
⋃n

k=1 f (A∩Ck). 又 f |Ck 是嵌入, 而 A∩Ck 是 Ck 的闭子集, 则
f (A∩Ck) 是 f (Ck) 的闭子集. 由已知条件, f (Ck) 是闭集, 从而 f (A∩Ck) 是

Y 中闭集. 于是 g(A) 是 Y 中闭集. (特别地, 取 A =X, 得到 f (X) 是 Y 的闭

子集.) 于是 g(A) ⊂ f (X) 是 f (X) 的闭子集. 这说明 g 是闭映射.
3设 V 是 f (X)(作为 Y 的拓扑子空间)的闭集, 则 V 也是 Y 的闭集, 于

是根据 f 的连续性, g−1(V) = f−1(V) 是 X 的闭子集. 这说明 g 是连续的.
于是 g 是商映射. 2

定理 5. 设 p : X→ Y 是商映射, 则对任意映射 f : Y→ Z, f 连续当且仅当

f ◦p : X→ Z 连续.

X
p
��

f◦p

��?
??

??
??

?

Y
f

// Z

证明. 1. 由于 p 是连续的, 必要性显然成立.
2. 充分性. 设 U 是 Z 中开集, 则 ( f ◦p)−1(U) = p−1( f−1(U)) 是 X 中开

集. 由于 p 是商映射, 则 p(( f ◦p)−1(U)) = f−1(U) 是 Y 中开集. 从而 f 连续.
2
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定理 6. 如果 p : X→ Y 和 q : X→ Z 都是商映射, 并且 p(x) = p(x′) 当且仅

当 q(x) = q(x′), 则 Y 和 Z 同胚.

Y
f

��?
??

??
??

?

X

p
??������� q

// Z

证明. 1. 定义映射 f : Y→ Z 为: 对 y ∈ Y, 设 x ∈ X 使得 p(x) = y, 则
f (y) = q(x); 即 f (y) = q◦ p−1(y). 这个定义是合理的: 如果另有 x′ ∈ X 使得

p(x′) = y = p(x), 则由已知条件, q(x) = q(x′). 所以 y 在 f 下的像是唯一确定

的.
2. f 是单射. 设存在 y, y′ 使得 f (y) = f (y′). 记 x,x′ ∈ X 使得 p(x) =

y,p(x′) = y′. 则由于 q(x) = f (y) = f (y′) = q(x′), 于是必须成立 p(x) = p(x′),
即 y = y′.

3. f 是满射. 由于商映射是满射,对任意 z ∈Z,存在 x ∈X使得 q(x)= z.
设 p(x) = y, 则 f (y) = z. 所以 f 存在逆映射.

4. f : Y→ Z 是连续的. 利用定理 7. (注意 q 是连续的, 而 p 是商映射.)
5. 根据 p 和 q 的对称性, 可证 f−1 的连续性. 所以 f 是 Y 和 Z 间的同

胚. 2
习题 2.设 A⊂X, i : A→X是包含映射,而连续映射 r : X→A满足 r◦ i= idA

是 A 上恒等映射. 这样的映射称为 X 到 A 的收缩映射. 证明: r 是一个商

映射.

7.4 商映射诱导的商空间同胚

下面这个定理与代数中的同态基本定理类似, 在判定两个拓扑空间同
胚时很有用.

定理 7. 设 f : X→ Y 是商映射, f∼ 是 X 上的等价关系, 满足 x
f∼ x′ 当且仅

当 f (x) = f (x′). 则商空间 X/
f∼ 与 Y 同胚, 且同胚映射是 f ∗(〈x〉) = f (x).
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X

p ��
f

!!C
CC

CC
CC

CC
C

(X/
f∼)

f ∗
// Y

证明. 因为 f 和粘合映射 p 都是商映射, 而且由等价关系 f∼ 的定义, f (x) =

f (x′) (即 x 与 x′ 在同一等价类) 当且仅当 p(x) = p(x′). 所以根据定理 7, Y

和 X/
f∼ 是同胚, 且同胚映射是 f ∗(〈x〉) = f ◦p−1(〈x〉) = f (x). 2
我们注意到, 由定理 8 也很容易证明定理 7.

习题 3. 在 R 上规定等价关系 ∼, 使得 x ∼ y 当且仅当 x− y 是整数. 证明:
R/ ∼� S1.

定义 4 (实射影空间). 称一个向量空间中的一维子空间为一条中心直线. 在
Rn+1 \{O}中任取 x= (x0, · · · ,xn),记其所在的中心直线为 ℓx = {(tx0, · · · , txn) :

t ∈R}. 则集合族
R = {ℓx \ {O} : x ∈ S2}

定义了 Rn+1 \ {O} 上的一个等价关系 ∼. 商空间

RPn = (Rn+1 \ {O})/ ∼

称作 n 维实射影空间. RP2 称为实射影平面.

例 5. 实射影平面同胚于球面粘合对径点.

证明. 1. 利用定理 8, 只需要构造出商映射 p : S2→RP2, 且说明 p 在 S2 上

确定的商空间就是粘合对径点所得的空间.
为此,记 R3 \{O}到 RP2的粘合映射为 ℓ,对 x ∈R3 \{O}, ℓ(x)= ℓx \{O}.

定义映射

p : S2→RP2, p(x) 7→ ℓx \ {O}.

显然 p 是满射. 又如果 p(x) = p(x′), 则 ℓx = ℓx′ , 而 x,x′ ∈ S2, 所以 x′ = −x.
于是由

p∼ 确定的 S2 上的等价类就是 〈x〉 = {x,−x}. 换句话说, 我们证明了 p

在 S2 上确定的商空间就是粘合对径点所得的空间.
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2. 下面再证明 p 是商映射. 记 i 为 S2→R3 \ {O} 的包含映射, 它是连
续的. 由于 p = ℓ◦ i, 从而 p 是连续的.

R3 \ {O}
ℓ

$$II
II

II
II

I

S2

i
;;wwwwwwwwww p

// RP2

3. 设 V 是 S2 中开集, 还要证明 p(V) 是开集. 可直接验证不含顶点且
以 V 及 −V 为截面的锥体 C(V) = {x ∈R3 \ {O} : x/|x| ∈ V 或 −x/|x| ∈ V} 是
R3 \ {O} 中的开集, 从而 ℓ(C(V)) 是 RP2 中开集. 由于 p(V) = ℓ(C(V)), 所以
p(V) 是开集. 于是 p 是个开映射. 这就证明了 p 是商映射. 2

可以定义射影平面上的度量为两条过原点的直线之间的夹角 (在 0 到

π/2 之间). 容易验证这确实是一个度量. 利用定义, 可以证明 RP2 的商拓

扑与上述度量拓扑同胚.
用上述论证方法, 可以证明 RP2 同胚于将上半闭球面 S2

+ 按内点和

边界上的对径点做等价类得到的商空间. 利用映射 f : D2 → S2
+, f (x, y) =

(x, y,
√

1−x2− y2), 可证明 RP2 同胚于将闭圆盘按内点和边界上的对径点

做等价类得到的商空间. 这几个例子可以详细讲, 已说明商映射对构造新拓
扑空间的用处.

例 6. 豪斯多夫空间的商空间未必是豪斯多夫空间.

解. 取 X 为乘积空间 R×{0,1}, 定义等价关系

R =
{
{(0,0)}, {(0,1)},

{
{(x,0), (x,1)} : x ∈R \ {0}

}}
.

(形象地讲, 就是把两根面条中除了代表原点的两点外其余点均一一粘在一
起.) 这样得到的商空间 X/ ∼R 不是豪斯多夫空间, 因为点 〈(0,0)〉 和 〈(0,1)〉
不能用 (商空间中的) 开集分离. 2
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拓扑性质
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拓扑是研究集合中的点离得远近的工具. 仅仅依靠拓扑, 如前所学, 已
经可以定义很多我们熟悉的概念了 (例如闭集, 收敛点列, 极限点, 连续性
等). 但是如果拓扑缺乏适当的性质, 会导致一些病态的现象出现, 如单点集
不是闭集, 收敛点列极限不唯一, 极限点未必是点列的极限等. 所以为了将
我们熟知的度量空间的与拓扑有关的结论尽可能加以推广, 就需要对拓扑
附加一些新的要求. 这就是接下来我们要介绍的若干重要拓扑性质. 它们本
质上仍是一些公理, 而其之所以有用, 正如所有好的数学一样, 是因为这种
推广达到了某种困难而精妙的平衡: 一方面所涵盖的范围尽量广泛, 可以找
到大量的例子满足这些公理的要求, 另一方面, 即使对这样大量具体形态各
异的例子, 它们仍然具有某些共同的良好的性质, 能得到与度量空间中相类
似的定理.

这一讲我们先介绍可数性. 它要求拓扑中的开集要组织有序.

8.1 可数邻域基和第一可数公理

定义 1 (邻域基). 拓扑空间 X 中点 x 的一个邻域基 是由 x 的若干邻域1 构

成的一个子集族 Nx, 使得 x 的任何邻域均包含 Nx 中的某个元素.

定义 2 (可数邻域基). 如果点 x 的一个邻域基 Nx 只含可数多个成员, 则称
之为 x 的可数邻域基.

1回忆点 x 的一个邻域就是内部包含 x 的一个子集.
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定理 1 (标准可数邻域基). 若 x 有一个可数邻域基, 则 x 有一个标准邻域基

{V1,V2, · · · }, 它们都是包含 x 的开集, 而且当 m ≥ n 时 Vm ⊂ Vn.

证明. 设 {U1,U2, · · · } 是 x 的一个可数邻域基, 而且不妨可假设它们都是开
集. 令 Vn =

⋂n
k=1 Uk, 则 Vn 仍是 x 的开邻域, 且 m ≥ n 时 Vm ⊂ Vn.

再证 {Vn} 是 x 的一个邻域基. 设 W 是 x 的一个邻域, 则存在 U j ⊂W.
于是 V j ⊂U j ⊂W. 证毕. 2

下面介绍 “可数邻域基”性质的一些应用——例如它可以帮助我们构造
序列.

定理 2. 设 x ∈ X 具有可数邻域基, A ⊂ X. 则 x 是 A 的极限点当且仅当存

在 A\ {x} 中的点列 {xn} 以 x 为极限.

证明. 充分性. 由 limn→∞ xn = x 和极限点的定义即得.
必要性. 取 x 的标准邻域基 {Vn}, 则对任意 Vk, A∩Vk , ∅ 且包含不同

于 x 的一个点, 记为 xk. 这就得到了 A 中的一个点列 {xk}. 对 x 的任意邻

域 V, 存在 N 使得 VN ⊂V. 利用集列 {Vn} 的单调递减性, 对所有 k >N, 成
立 xk ∈ Vk ⊂ VN ⊂ V. 这就证明了 limk→∞ xk = x. 2

定义 3 (映射在一点的连续性). 考虑映射 f : X→ Y, 设 f (x0) = y0, 且 Ny0

是 y0 ∈ Y 的一个邻域基. 称 f 在 x0 点连续, 如果对任意 V ∈ Ny0 , f−1(V)

是 x0 的一个邻域.

习题 1. 证明: 映射 f : X→ Y 连续当且仅当在任意一点 x ∈ X 连续. (参考
第四讲定理 3.)

定理 3 (连续映射的序列刻画). 设 x ∈X 有可数邻域基,则映射 f : X→ Y在

x 点连续的充分必要条件是: 任取以 x 为极限的点列 {xn}, 点列 f (xn) 都以

f (x) 为极限.

证明. 1. 必要性. 设 f 在 x 点连续, N f (x) 是 f (x) 的一个邻域基, 并
且 limn→∞ xn = x. 对 f (x) 的任意邻域 U, 存在 V ∈ N f (x) 且 V ⊂ U. 由
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于 f−1(V) 是 x 的一个邻域, 从而存在 N 使得 n > N 时 xn ∈ f−1(V), 即
f (xn) ∈ V ⊂U. 于是 f (xn)→ f (x).

2. 充分性. 设 {Wk}∞k=1 是 x 的一个标准邻域基, {xn}∞n=1 是任一收敛到

x 的序列, 且 f (xn)→ f (x). 要证明 f 在 x 点连续, 即, 对于任一 V ∈ N f (x),
f−1(V) 是 x 的一个邻域.
假设不然, 则存在 V ∈ N f (x), f−1(V) 并是 x 的邻域. 也就是说, x 不是

f−1(V) 的内点. 这表明, 对于任意 Wk, 存在 xk ∈Wk 使得 xk < f−1(V), 即
f (xk) < V.
对 x 的任意邻域 W, 存在 Wk ⊂W. 由 {Wk} 单调递减性可知 xk→ x.

但显然 f (xk) 并不收敛到 f (x), 矛盾! 2

定义 4 (第一可数公理). 条件 “(C1) 拓扑空间 X 的每个点都拥有一个可数

邻域基” 称为第一可数公理. 满足该公理的拓扑空间称为 第一可数空间.

习题 2. 度量拓扑空间是第一可数空间.
习题 3.R 上离散拓扑满足第一可数公理.
习题 4. 带有限补拓扑的实数集 R 不满足第一可数公理.

8.2 第二可数公理

定义 5 (可数拓扑基和第二可数公理). 设 B是拓扑空间 X的一个拓扑基. 如
果它只含有可数个成员, 则称为可数拓扑基. 条件 “(C2) 拓扑空间 X 存在可

数拓扑基” 称为第二可数公理. 满足该条件的拓扑空间称为 第二可数空间.

习题 5.n 维欧式空间 Rn 是第二可数空间.
习题 6. 证明第二可数空间必是第一可数空间.
习题 7.R 上离散拓扑不满足第二可数公理.

注意到离散拓扑空间一定是度量空间 (见第一讲习题), 这个习题的结
论表明第二可数公理是个很强的要求, 以至于并非所有度量空间都满足该
性质.
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定理 4 (第二可数空间可分). 第二可数空间 X 可分. 也就是说, 存在一个仅
具有可数个点的子集 A, 它在 X 中稠密 (即 Cl(A) = X).

证明. 设 B = {U1,U2, · · · } 是 X 的一个可数拓扑基. 取 xk ∈ Uk, 并置 A =

{x1,x2, · · · }. 则 Cl(A) = X. 否则, 存在 X 中开集 V = X \Cl(A), 且 A∩V = ∅.
于是对所有 k, xk < V. 但由拓扑基性质, V 是某些 Ul 的并集, 从而 V 中至

少含有 xl. 矛盾! 2

定理 5. 可分度量空间是第二可数空间.

证明. 设 A 是可分度量空间 (X,d) 的一个可数稠密子集. 定义开球族

B =
{
B(a,

1
n

) : a ∈ A,n ∈N
}
,

它含有可数个成员. 另一方面, 对于 X 中任一开集 U 和任意 x ∈ U, 存
在充分大的 n 使得 B(x, 1

n ) ⊂ U. 由于 A 在 X 中稠密, 存在 a ∈ A 使得

d(x,a) < 1/(4n), 从而由三角不等式, x ∈ B(a,1/(3n)) ⊂ B(x,1/n) ⊂ U. 由第一
讲定理 2, B 是 X 的一个拓扑基. 2
习题 8. 证明第二可数空间的子空间和乘积空间都是第二可数空间.
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我们前面已经介绍了豪斯多夫空间及其诸多性质. 豪斯多夫空间即所
谓满足(T2) 公理“空间中任意不同两点均有分别包含它们且不交的邻域” 的
拓扑空间. 这一节我们主要介绍满足 (T3) 公理的正则空间, 满足 (T4) 公理

的正规空间, 以及同时满足 (T2) 和 (T4) 公理的正规豪斯多夫空间.
我们有时也会提到所谓(T1) 公理, 即条件 “拓扑空间中每个单点集都是

闭集”. 分离公理本质上要求拓扑中含有足够多的开集来辨别不同的闭集.

9.1 正则空间

在给定拓扑空间 X 中, 称子集 U 是子集 A 的邻域, 如果 Int(U) ⊃ A.

定义 1 (正则空间). 对拓扑空间 X, 如果对于任意给定的点 x ∈ X 和不包含

这点的一个闭子集 B, 都存在不相交的两个开集, 分别包含 x 和 B, 则称 X

为正则 的, 或满足(T3) 公理.

定理 1. 拓扑空间 X 是正则的当且仅当对任意点 x ∈ X 及 x 的任意邻域 U,
存在 x 的一个邻域 V 使得 V ⊂ Cl(V) ⊂U.

证明. 1. 必要性. 不妨取 U 是 x 的开邻域. 对闭集 B = X \U, 利用正则
性的定义, 存在 x 的开邻域 V 和 B 的开邻域 W, 使得 V∩W = ∅. 于是
V ⊂ X \W, 后者是闭集, 从而 Cl(V) ⊂ X \W ⊂ X \B =U.

2. 充分性. 设 B 是与 {x} 不相交的闭集. 取 x 的邻域 U =X\B, 则存在
x 的开邻域 V 使得 Cl(V) ⊂ U. 那么 W = X \Cl(V) 是 B 的一个开邻域, 且
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V∩W = ∅. 2

9.2 正规空间

1. 定义

定义 2 (正规空间). 条件 “(T4) 任取闭集 A,B 使得 A∩B = ∅, 则存在开集
U,V 使得 A ⊂U,B ⊂V, 且 U∩V = ∅” 称作(T4) 公理. 满足 (T4) 公理的拓扑

空间称作正规空间, 或 (T4) 空间.

定理 2. 拓扑空间 X 是正规的, 当且仅当对任意闭集 A 及包含 A 的任意开

集 U, 存在一个开集 V 使得 A ⊂ V ⊂ Cl(V) ⊂U.

证明与定理 1 的类似, 留作习题.

2. Urysohn 引理

正规空间可以用定义在其上的连续函数的性质刻画, 即成立如下在分
析学中有重要应用的 Urysohn 引理和 Tietze 扩张定理. 这反映了数学中一
个重要的思想: 建立在一个空间上的附加结构, 例如连续函数全体, 往往能
反映这个空间本身的许多性质.

定理 3 (Urysohn 引理). 拓扑空间 X 满足 (T4) 公理的充分必要条件是: 任
取不相交的闭子集 A,B, 存在连续函数 f : X→ [a,b] (a < b) 使得成立 f |A =
a, f |B = b.

在微分几何、测度论、偏微分方程等理论中常常需要一些在 A 上取值

为 1, A 的一个开邻域外为 0 的连续函数做测试函数. Urysohn 引理保证了
这些函数的存在性, 因而在理论中具有基本的重要性.
证明. 以下证明中不妨取 a = 0, b = 1.
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充分性. 记 I = [0,1]. 设 A 和 B 是 X 的不相交的两个闭子集. 若存在
连续函数 f : X→ I 使得 f (A) = {0}, f (B) = {1}, 则

U = f−1([0,
1
2

)) 和 V = f−1((
1
2
,1])

都是 X 的开子集, 且 A ⊂U, B ⊂ V, U∩V = ∅. 所以 X 是正规空间.
必要性. 记 P 为 I 中有理数的全体, 可表示为 P = {rn : n ∈N∪{0}}, 其

中 r0 = 0,r1 = 1. 我们归纳地构造一列以 r ∈ P 为指标的 X 的开子集 Ur, 它
们应当是要构造的函数 f 的下水平集 { f−1((−∞,r))}. 这些下水平集随着 r

的变大而变大. 由此观察, 不难猜出这些开集 Ur 应当满足

a) 当 r,s ∈ P 且 r < s 时, Ur ⊂ Cl(Ur) ⊂Us;

b) 对所有 r ∈ P, (r , 1), A ⊂Ur ⊂ Cl(Ur) ⊂ X \B.

1. 首先, 令 Ur1 = X \B. 由正规性, 存在开集 Ur0 , 使得

A ⊂Ur0 ⊂ Cl(Ur0) ⊂Ur1 .

继续用正规性, 知存在开集 Ur2 , 使得

Ur0 ⊂ Cl(Ur0) ⊂Ur2 ⊂ Cl(Ur2) ⊂Ur1 .

显然 Ur0 ,Ur1 ,Ur2 满足上述要求 a) 和 b).
2. 设开集 Ur0 ,Ur1 ,Ur2 , · · · ,Urk−1 已经作出. 对 rk, 我们要构造的开集

Urk 应当适当地排在前面这些开集队列里: 将 r0,r1, · · · ,rk 按照大小顺序排

队, 得到
0, · · · ,r,rk,s, · · · ,1,

也即

r =max{r j : j < k,r j < rk}, s =min{r j : j < k,r j > rk},

则 Urk 应当插在 Ur 与 Us 之间. 因为 r < s, 成立归纳假设 a), 于是用正规
性, 知存在开集 Urk 使得

Cl(Ur) ⊂Urk ⊂ Cl(Urk) ⊂Us.
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按照这样的办法就构造出了满足 a) 和 b) 的开集 {Ur}r∈P.
3. 现在定义函数 f : X→ I 如下

f (x) =

inf{r ∈ P : x ∈Ur}, x < B,

1, x ∈ B.

注意当 x < B 时, 至少有 x ∈Ur1 . 从而上述定义中的下确界是对有界的非空
集取的, 一定存在. 所以该定义合理.

4. 函数 f 具有如下性质:
1)因为对任意 r ∈ P,都有 A⊂Ur0 ⊂Ur,所以 f (A)= {0};显然 f (B)= {1}.
2) 对任意 0 < ρ ≤ 1, f (x) < ρ 等价于: 存在 r ∈ P, r < ρ, 使得 x ∈Ur. 由

此可知

f−1([0,ρ)) = {x ∈ X : f (x) < ρ} =
⋃

r∈P: r<ρ

Ur

是开集.
3)对任意 0≤ σ < 1, f (x)> σ当且仅当存在 s ∈ P, s> σ,使得 x <Cl(Us).
(必要性. 否则, 对任意 s ∈ P 且 s > σ, 成立 x ∈ Cl(Us) ⊂Us′ , 其中 s′ ∈ P

且 s′ > s. 所以 x ∈Us′ 对任意 s′ ∈ P 且 s′ > σ 成立. 那么 f (x) ≤ σ. )
(充分性. 设存在 s ∈ P, s > σ, 使得 x < Cl(Us). 则对于任意 s∗ ∈ P 且

s∗ < s, x <Us∗ . 于是 f (x) ≥ s > σ.)
这样, 我们得到

f−1((σ,1]) =
⋃

s∈P: s>σ

X \Cl(Us)

是开集.
5. 注意到对任意 0< a< b< 1,成立 (a,b)= [0,b)∩(a,1],于是 f−1((a,b))=

f−1([0,b))∩ f−1((a,1])也是 X上的开集;而形如 [0,a), (a,b), (a,1]的区间构成

了 I 的一个拓扑基, 所以 f 是连续的. 2
近年来, 已有人提出了基于 Urysohn 引理的机器学习方法, 用于对复杂

数据分类, 参见 [7].
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3. Tietze 扩张定理

令 f : X→ Y 是一个连续映射, A 是 X 的子空间, 则可定义唯一的一个
连续映射 g : A→ Y, 使得对任意 x ∈ A, 成立 g(x) = f (x). 我们称 g 是 f 在

A 上的限制, 记作 f |A; 反过来, 我们也称 f 是 g 到 X 的扩张. (注意, f 和 g

的值域是一样的, 都是 Y.) 限制和扩张是构造映射的重要办法.
对上述给定的连续映射 g, 是否一定存在它的一个到 X 的扩张呢? 一

般来说答案是否定的. 例如, 布劳威尔不动点定理就说, 欧氏空间中球面到
自己的恒等映射就不存在到闭球体的扩张. 回答这类问题一般来说需要同
伦的概念, 以及代数拓扑的工具. 然而, 我们有如下 Tietze 扩张定理.

定理 4 (Tietze 扩张定理). 拓扑空间 X 满足 (T4) 公理的充分必要条件是:
对 X 的任意闭子集 A 和任意连续函数 f : A→ [a,b], 都存在连续函数 g :

X→ [a,b] 使得 g|A = f . 函数 g 称作函数 f 的一个扩张.

证明. 充分性. 由 Urysohn 引理, 要证明 X 是正规空间, 只需对 X 的两个不

相交的闭子集 F1 和 F2, 说明存在连续映射 f : X→ [a,b], 使得 f (F1) = {a},
f (F2) = {b}. 为此, 取 A = F1∪F2, 定义映射 f0 : A→ [a,b] 如下: f0(F1) = {a},
f0(F2) = {b}. 易知 f0 连续, 从而由所给条件, 存在 f0 的扩张 f : X→ [a,b],
满足前述要求.

必要性. 以下不妨设 [a,b] = [−1,1]. 思路是利用 Urysohn 引理构造一
个函数列 fn : X→ [−1,1] 使得级数

∑∞
n=1 fn 一致收敛到一个函数 g : X→

[−1,1], 且 g|A = f .
1. 记

A−1 = f−1([−1,−1
3

]), A+1 = f−1([
1
3
,1]).

它们是 A 的不相交的闭子集, 从而由于 A 是闭集, 也是 X 的不相交的闭子

集. 由 Urysohn 引理, 存在连续映射

f1 : X→ [−1
3
,
1
3

],

使得 f1(A−1) = {−1
3 }, f1(A+1) = {13 }. 此外容易验证, 对任意 x ∈ A, 成立

| f (x)− f1(x)| ≤ 2
3
.
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2. 对连续映射 f − f1 : A→ [−2
3 ,

2
3 ], 记

A−2 = ( f − f1)−1([−2
3
,− 2

32 ]), A+2 = ( f − f1)−1([
2
32 ,

2
3

]).

再由 Urysohn 引理, 存在映射 f2 : X→ [− 2
32 ,

2
32 ], 使得

f2(A−2) = {− 2
32 }, f2(A+2) = { 2

32 }.

同样, 对任意 x ∈ A, 成立

| f (x)− f1(x)− f2(x)| ≤ 2
3
− 2

32 =
22

32 .

3. 重复用 Urysohn 引理, 依次对 n ∈N, 可作出 fn : X→ [−2n−1

3n , 2n−1

3n ],
使得对任意 x ∈ A, 有 ∣∣∣∣∣∣∣ f (x)−

n∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
(2
3

)n
.

(利用了关系式
(

2
3

)n−1− 2n−1

3n =
(

2
3

)n
.)

由于对任意的 x ∈ X 都成立 | fk(x)| ≤ 2k−1

3k , 用优级数判别法可知级数∑n
k=1 fk(x)一致收敛. 由 R的完备性,该级数收敛到一个函数 g : X→ [−1,1].

(注意
∑∞

k=1
2k−1

3k = 1.) 由第四讲定理 9, g 是连续的. 此外, 从上面式子可知
在 A 上成立

| f (x)− g(x)| = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣ f (x)−
n∑

k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

(2
3

)n
= 0,

故 g|A = f . 2

推论 2. 设 X 是正规空间, A是 X 的闭子集. 则对任意连续函数 f : A→E1,
存在扩张 g : X→ E1 使得 g|A = f .

证明. 任取同胚映射 h : E1 → (0,1), 则存在连续函数 g1 : X→ [0,1] 使得

g1|A = h◦ f . 为了消掉 h, 需要抹掉使 g1 取值为 0,1 的点.
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为此, 由于 A和 g−1
1 ({0,1})都是闭集, 而它们不交 (A在 g1 下的像集是

(−1,1)), 利用 Urysohn 引理, 存在连续函数 g2 : X→ [0,1] 使得 g2(A) = {1},
g2(g−1

1 ({0,1})) = {0}.
定义连续函数

g3 : X→ (0,1), x 7→ (g1(x)− 1
2

)g2(x)+
1
2
.

则 g3|A = g1|A = h◦ f . 于是 g = h−1 ◦ g3 : X→ E1 就是所需延拓. 2

例 1. 设 Sn 是 Rn+1 中的单位球面, X 是个 T4 空间, A ⊂ X 是闭集, f 是 A

到 Sn 的连续映射. 证明: f 可扩张到 A 的一个开邻域上.

证明. f 可以视作 A 到 Rn+1 的连续映射. 将 Tietze 扩张定理应用于该
映射的所有分量, 得到连续映射 f̃ : X→ Rn+1, 满足要求 f̃ |A = f . 注意到
f̃−1({0})是与 A不交的闭集,于是由正规性,存在 A的开邻域 U 使得 Cl(U)

与 f̃−1({0}) 不交, 于是 f̃ |U 的像集不含 Rn+1 原点. 映射 f̂ (x) = f̃ (x)/| f̃ (x)|
就是所需的扩张. 2

4. 单位分解

下面我们介绍在几何和分析中非常重要的一种从整体过渡到局部的工

具, 称为单位分解.

定义 3 (支集). 设 X 是拓扑空间, f : X→ E 是连续函数. X 中使得 f (x) , 0

的点所成集合的闭包 Cl({x ∈ X : f (x) , 0}) 称为 f 的支集, 记作 supp f .

定义 4 (单位分解). 设U = {Uλ : λ ∈Λ}是拓扑空间的一个开覆盖 (即 Uλ 都

是开集且 ∪λ∈ΛUλ ⊃ X), { fλ : X→ I = [0,1]}λ∈Λ 是一族连续函数. 如果成立

• 对任意的 λ ∈Λ, 有 supp fλ ⊂Uλ;

• {supp( fλ) : λ ∈ Λ} 局部有限, 即对任意的 x ∈ X, 存在 x 的邻域 U, 使
得 U 仅与有限个 supp( fλ) 相交;
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• 对任意的 x ∈ X, 成立
∑
λ∈Λ fλ(x) = 1 (对固定的 x, 上面性质表明和式

中仅有有限项不为零),

就称 { fλ : λ ∈Λ} 是从属于 U 的一个单位分解.

定理 5 (单位分解的存在性). 设 U = {Ui : i = 1,2, · · · ,n} 是正规空间 X 的一

个有限开覆盖, 则存在从属于 U 的单位分解.

证明. 1. 用归纳法将 U 收缩成开覆盖 V = {Vk : k = 1, · · · ,n}, 使得对任意 k,
Cl(Vk) ⊂Uk.

令 A1 =X \∪n
i=2Ui, 则 A1 是闭集. 由于 U 覆盖 X, 故 A1 ⊂U1. 利用 X

的正规性,存在开集 V1 使得 A1 ⊂V1 ⊂Cl(V1)⊂U1. 开集族 {V1,U2, · · · ,Un}
仍然覆盖 X.

一般地, 设已作出开集 V1, · · · ,Vk−1 使得 {V1, · · · ,Vk−1,Uk, · · · ,Un} 仍然
覆盖 X, 且对 1 ≤ i ≤ k−1, Cl(Vi) ⊂Ui. 令

Ak = X \ [(
k−1⋃
i=1

Vi)∪ (
n⋃

i=k+1

Ui)].

利用正规性, 存在开集 Vk, 使得 Ak ⊂ Vk ⊂ Cl(Vk) ⊂ Uk. 于是开集族

{V1, · · · ,Vk,Uk+1, · · · ,Un} 仍然覆盖 X, 且 Cl(Vk) ⊂ Uk. 归纳到第 n 步就

得到所需的开覆盖 V.
2. 再将 V 收缩为开覆盖W = {Wi : i = 1, · · · ,n}, 使得 Cl(Wi) ⊂ Vi.
3. 由 Urysohn引理,对任意 i存在连续函数 gi : X→ I使得 gi(Cl(Wi))=

{1}, gi(X \Vi) = {0}, 即 g−1
i (E\ {0}) ⊂ Vi, 从而

supp(gi) ⊂ Cl(Vi) ⊂Ui.

因为W 覆盖 X, 所以对任意 x ∈ X,
∑n

i=1 gi(x) > 0. 最后, 置 fi : X→ I 为

fi(x) =
gi(x)∑n

i=1 gi(x)
,

则不难验证 { f1, · · · , fn} 即所求的从属于 U 的单位分解. 2
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9.3 正规豪斯多夫空间

例 2. 单点集都是闭集的正规空间是正规豪斯多夫空间.

定理 6. 度量空间是正规豪斯多夫空间.

证明. 只需证明度量空间 X 满足 (T4) 公理.
1. 设 C 是 X 的子集. 定义函数

fC : X→R,x 7→ inf{d(x,c) : c ∈ C}.

利用下确界定义和三角不等式可以证明 fC 是连续函数 (见第四讲例题). 此
外, 当 C 是闭集时, fC(x) = 0 当且仅当 x ∈ C.

2. 任取两个不相交的闭集 A,B ⊂X. 由于 fA 和 fB 不会同时为零, 从而
对任意 x ∈ X, fA(x)+ fB(x) > 0, 可以定义

h(x) =
fA(x)

fA(x)+ fB(x)
,

它也是 X到 R的连续函数,且 h(A)= {0},h(B)= {1}. 于是 U= h−1((−∞,1/2))

和 V = h−1((1/2,+∞)) 就是 A 和 B 不相交的开邻域. 2

定理 7 (Lindelöf 定理). 设 X 是个第二可数拓扑空间, 其单点集是闭集, 且
是正则空间. 则 X 是正规空间.

这个定理表明第二可数的正则豪斯多夫空间是正规豪斯多夫空间, 显
示了可数性对分离性的影响.
证明. 1. 取定 X 的一个可数拓扑基 B, F,F′ 是 X 中不相交的两个闭集. 我
们要利用单点集是闭集, 以及正则性来构造分离 F,F′ 的开集 U 和 V.

2. 任取 x ∈ F, 注意到 x 不在 F′ 中, 则存在它的开邻域 W 和 F′ 的一

个开邻域, 它们不相交. 于是 Cl(W) 与 F′ 不交. 由拓扑基的性质, 存在某个
B ∈ B 包含 x且 B ⊂W, 于是也成立 Cl(B)与 F′ 不交. 这意味着 F包含在拓

扑基中的某些开集 B1,B2, · · · 之中: F ⊂ B = ∪∞k=1Bk, 而且每个 Bk 的闭包都

和 F′ 不相交—利用 Cl(B) = ∪∞k=1Cl(Bk) 可知 Cl(B) 和 F′ 也不相交.
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类似的, 令 B′1,B
′
2, · · · 是拓扑基中那些闭包和 F 不相交的开集, 则 F′ ⊂

B′ = ∪∞k=1B′k. (因为如前一段所属, 对每个 x′ ∈ F′, 都可以找到这样的 B′k). 注
意 B′ 是开集, 其闭包也和 F 不交.

但是 B 和 B′ 有可能相交. 我们下面对其做一些修改.
3. 令 Un = Bn \ (∪n

k=1Cl(B′k)), Vn = B′n \ (∪n
k=1Cl(Bk)), 则它们都是开集,

而且对任意 m , n, 成立 Un∩Vm = ∅. 置 U = ∪∞k=1Uk, V = ∪∞k=1Vk, 它们也
都是开集, 而且 U∩V = ∪∞m=1∪

∞
n=1 Um∩Vn = ∅.

余下只要说明 F ⊂U, F′ ⊂ V. 以前者为例, 设 x ∈ F, 则存在某个 Bn 包

含 x. 由于所有 Cl(B′k) 都和 F 不交, 故 x < B′k. 这就意味着 x ∈Un ⊂U. 2

9.4 可度量化拓扑空间

定义 5 (可度量化拓扑). 如果在拓扑空间 (X,T ) 上可定义度量 d, 使得它诱
导的度量拓扑就是 T , 则称 (X,T ) 可度量化.

例 3. 度量空间的子空间可度量化. 设 X 可嵌入一个度量空间, 则 X 可度

量化.

例 4. 带平凡拓扑的 R 不可度量化 (不是豪斯多夫空间).

定理 8 (Urysohn 度量化定理). 一个第二可数空间可度量化当且仅当它是正
则豪斯多夫空间.

证明. 充分性由前面定理 6 给出. 由 Lindelöf 定理, 满足第二可数公理
的正则豪斯多夫空间 X 是正规的. 所以下面用正规性来证明必要性. 基
本想法是通过 Urysohn 引理, 构造 X 到实 l2 空间的嵌入. 这里 l2 是形

如 a = (a1,a2, · · · ) 的无穷序列构成的, 其中每个 ai 都是实数, 且满足条件
|a| :=

√∑∞
i=1 |ai|2 <∞. 这是一个 Hilbert 空间, 即完备的无限维的实数域上

的内积线性空间. 它是一个度量空间, 度量由上述范数 | · | 给出.
1. 取 X 的可数拓扑基 B. 称 B 中一对开集 B,B′ 构成一个典型对, 如

果成立 Cl(B) ⊂ B′. 显然典型对的个数是可列个. 将所有典型对排序, 写作
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{(Bn,B′n)}. 由 Urysohn 引理, 存在连续函数 fn : X→ [0,1], 使得 fn(Cl(Bn)) =

1, fn(X \B′n) = 0. 如果只有 N 个典型对, 那么对所有 n >N, 取 fn(x) ≡ 0.
定义映射 f : X→ l2 如下:

f (x) = ( f1(x),
1
2

f2(x), · · · , 1
n

fn(x), · · · ).

因为 | f (x)|2 ≤∑∞n+1
1

n2 <∞, 显然右端确实是 l2 中元素.
2. 下面只需证明 f 是个嵌入. 首先说明 f 是单射. 对不相同的 x, y ∈X,

因为 X 是豪斯多夫空间, 存在 B′ ∈ B 包含 x 而不包含 y. 由正则性和拓扑
基的性质和, 必有 B ∈ B 使得 x ∈ B ⊂ Cl(B) ⊂ B′. 于是 (B,B′) 是个典型对.
设它排在第 n个位置,那么就有 fn(x)= 0. 由于 y在 B′ 之外,那么 fn(y)= 0.
这就表明 f (x) , f (y), 因为它们至少第 n 个坐标就不一样.

3. 继续证明 f 的连续性. 由于 X 是 C2 空间, 可以利用我们已经证明
过的序列收敛性质来判断映射的连续性: f 连续当且仅当对任意 x j→ x, 成
立 f (x j)→ f (x).

对任意 ε > 0, 由级数
∑ 1

n2 的收敛性, 存在 N > 0, 使得
∑∞

n=N+1
1

n2 < ε.

对指标 n = 1,2, · · · ,N, 由 fn : X→ [0,1] 的连续性, 存在 K (依赖于 N), 当
j ≥ K 时 | fn(x j)− fn(x)| ≤

√
ε/N. 于是

| f (x j)− f (x)|2 ≤
N∑

n=1

1
n2 | fn(x j)− fn(x)|2+

∞∑
n=N+1

2
n2 ≤ ε+2ε = 3ε.

所以 f 是连续的.
4. 最后要证明 f−1 限制在 f (X)上的时候是连续的. 仍然用上述序列性

质. 只要证明: 若 x j↛ x, 就有 f (x j)↛ f (x).
由于 x j ↛ x, 存在 x 的邻域, 其中不含无限个 x j. 由正则性和拓扑基

的性质, 不妨取 x 的这样的邻域是某个 B′ ∈ B. 于是有 B ∈ B 使得 x ∈ B ⊂
Cl(B) ⊂ B′, 即 (B,B′) 是个典型对. 设它排在第 n 个位置. 那么 fn(x) = 1. 由
于无限多个 x j 都在 B′ 外, 从而有无限多个 x j 使得 fn(x j) = 0. 这样一来,
| f (x)− f (x j)| ≥ 1

n | fn(x)− fn(x j)| ≥ 1/n, 即 f (x j) 不会收敛到 f (x). 2
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这一讲介绍的几个重要定理的证明是我们学习拓扑学以来遇到的真正

有难度的证明 (此前的困难主要是如何提出合理的概念并记住大量的概念
和具体例子), 需要仔细体会其中的技巧思想方法.

例 5. 设 A 是 (T1) 空间的子集. 证明: (1) 如果 x ∈ A′, 则它的任意一个邻
域中含有 A 中无穷多个点; (2) A 的导集是闭集.

证明. 回忆 (T1) 空间是单点集皆为闭集的拓扑空间. 如果 x ∈ A′, 由极限点
的定义, 对 x 的任何邻域, 其中必含有 A 中不同于 x 的点.

(1) 对 x 的任意一个邻域, 其中含有 A 中不同于 x 的无穷多个点. 否
则, 存在 x 的某个邻域, 其中只含有 A 中有限个点. 由于现在有限点集是闭
集, 在邻域中挖掉不同于 x 的这有限个 A 中点之后所得集合仍然是 x 的邻

域, 且不含 A 中与 x 不同的点, 与极限点的定义矛盾.
(2) 如果 y ∈ X \A′, 那么存在 y 的一个开邻域 U, 其中不含有 A 中除

y 之外任一点. 注意 U \ {y} 依旧是开集, 且其中的点也都不在 A 中, 从而也
不在 A′ 中. 所以, 如果 y 不是极限点, 则它有一个开邻域中的点都不是极
限点. 这就证明了 X \A′, 从而 A′ 是闭集. 2
习题 1. 设 X 是一个豪斯多夫空间, f : X→ X 连续. 证明: f 的不动点构成

的集合是 X 的闭子集.
习题 2. 证明: X 是豪斯多夫空间当且仅当对角线 ∆ = {(x,x) ∈ X×X : x ∈ X}
是 X×X 的闭集.
习题 3. 设 X 是正规空间. 证明: 对任意两个不相交的闭集 A,B, 存在 A 的

开邻域 U 和 B 的开邻域 V, 使得 Cl(U)∩Cl(V) = ∅.
习题 4. 证明: 正规空间的闭子空间是正规的.
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连通性大致来说, 是要求拓扑空间中不存在完全独立的部分——没有
子集与该空间中任意其它点都离得很远; 用分离性来说, 就是这个独立的子
集和它的补集可以用不相交的开集分开. 稍稍一想, 不难发现这样的独立子
集必然是既开又闭的. 连通性就是用来排除拓扑空间中存在非平凡的开的
闭集的. 所以连通的拓扑空间是 “整体一块” 的, 它必然有些好的性质.

这一讲我们就来讨论连通性和局部连通性这两种不同的拓扑性质.

10.1 拓扑空间的连通性

定义 1 (连通). 如果一个拓扑空间 X 不能分为两个非空不相交开子集的并

集, 则称 X 是 连通 的. X 的子集 A 如果取子空间拓扑后连通, 则称 A 是 X

的连通子集.

例 1. 欧式直线 R1 连通.

证明. 假设 R1 = A∪B, A,B 是非空开集, 且不相交. 取 a ∈ A, b ∈ B, 不妨设
a < b. 记 c = sup{x ∈ A : x < b} ∈R1. 由实数完备性, c 存在且 c ≤ b.

若 c ∈A, 则 c < b, 且由于 A是开集, 存在 c的一个小邻域 (c−ε,c+ε) ⊂
A, 且当 ε 充分小时 c+ (ε/2) < b, 从而与 c 是上确界矛盾.

于是 c ∈ B, 但由于 B 也是开集, 存在 ε > 0 使得 (c−ε,c+ε) ⊂ B. 注意
c 是上确界, c 的任意邻域中都应有 A 中的点. 这就导致矛盾! 2

根据定义, 很容易证明如下结果.

67
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定理 1 (连通的闭集刻画). 下列四个条件相互等价:

(1) X 连通;

(2) X 不能表示为两个非空不相交闭集的并集;

(3) X 不含既开又闭的非空真子集;

(4) X 的既开又闭的子集只有 ∅ 和 X;

(5) 不存在 X→ {−1,1} ⊂R1 的连续满射.

定理 2. 连通是拓扑性质, 即如果拓扑空间 X 和 Y 等价, 则 X 连通当且仅

当 Y 连通.

例 2. 圆周 S1 ⊂R2 和 R1 不同胚.

证明. 设存在同胚 f : S1→R1, 记 x = (1,0) ∈ S1, f (x) = y. 则 f 诱导了子空

间 S1 \ {x} 到子空间 R1 \ {y} 的同胚. 但 S1 \ {x} � (0,2π) �R1, 从而连通. 另
一方面, R1 \ {y} = (−∞, y)∪ (y,+∞) 不连通. 矛盾! 2

10.2 连通性的判定

定理 3. 连通空间在连续映射下的像集是连通集. 特别地, 连通空间的商空
间是连通的.

证明. 设 X连通, f : X→Y连续. 视 f (X)为 Y的子空间,假设存在 Y的非空

开集 U,V 使得 f (X)= (U∩ f (X))∪ (V∩ f (X)),且 (U∩ f (X))∩ (V∩ f (X))= ∅.
那么 X = f−1(U)∪ f−1(V), 且 f−1(U) 和 f−1(V) 是不相交的开集. 由于 X

连通, 所以其中的一个, 比如 f−1(V), 应当是空集. 从而 V∩ f (X) = ∅. 所以
f (X) 不能表示为两个不相交的非空开子集的并集, 即 f (X) 连通. 2

例 3. R1 的子空间 A 连通当且仅当 A 是开区间.
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证明. 1. 充分性. R1 中的区间包括

(a,b), [a,b), (a,b], [a,b], (−∞,b), (−∞,b], (a,+∞), [a,+∞)

八种情形. 不难构造定义域是 R1, 而值域分别是这些区间的连续函数. 从而
这些区间连通.

2. 回忆 R1 的子集 A 是区间当且仅当对任意 x, y ∈ A, 所有 x, y 之间的

数都在 A 中.
3. 必要性. 设 A ⊂ R1 是连通集, 且不是区间或单点集. 那么存在

a,b ∈ A 和 c ∈ (a,b) 使得 c < A. 于是 A = (A∩ (−∞,c))∪ (A∩ (c,+∞)), 即 A

按子空间拓扑可表示为两个非空不相交开子集的并, 则 A 不连通. 矛盾! 2

例 4 (介值定理). 设拓扑空间 X 连通, 且 f : X→R1 是连续函数. 则 f (X)

是一个区间.

习题 1. 若拓扑空间 X 上的连续函数都具有介值性质, 则 X 连通.

引理 1. 若 X0是 X的既开又闭的子集, A是 X的连通子集. 则或者 X0∩A=

∅, 或者 A ⊂ X0.

证明. 由于 A = (A∩X0)∪ (A\X0),而 X0 既开又闭,从而由子空间拓扑定义,
A∩X0 和 A\X0 都是开集. 因为 A连通,则或者 A∩X0 = ∅,或者 A\X0 = ∅,
即 A ⊂ X0. 2

定理 4 (连通子集的连通扩张). 设 X 有一个连通覆盖B, 即 B 是由连通子
集构成的子集族, 并且 ∪B∈BB = X. 如果 X 有一个连通子集 A, 它与每一个
B ∈ B 均相交 (交集不是空集), 则 X 连通.

这个定理也可以表述为: 若 A 是 X 的连通子集, B 是 X 的连通子集的

一个族, 其中每个都与 A相交. 那么
(⋃

B∈BB
)
∪A是连通集. 为此只需注意

到若 A ⊂ Y ⊂ X, A 是 X 的连通子集, 那么 A 也是 Y 的连通子集.
证明. 设 U ⊂ X 既开又闭, 则由上面引理 1, 或者 A∩U = ∅, 或者 A ⊂U.
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现设 A ⊂ U. 再对 B 应用引理 1, 就有 B ⊂ U, 或者 B∩U = ∅. 由于 A

和每个 B ∈ B 都相交, 所以必然对所有 B ∈ B, 成立 B ⊂ U. 从而 X = U. 这

就证明了 X 连通.
如果 A∩U = ∅, 那么 A ⊂ X \U, 而 X \U 是既开又闭的集合, 所以

B ⊂ X \U, 或者 B ⊂ U. 由于 A,B 相交, 后一情形不可能. 于是对 B ∈ B 取
并集得到 X ⊂ X \U, 即 U 是空集. 这就证明了 X 连通. 2

定理 5. 两个非空连通空间的乘积空间连通.

证明. 设 X,Y 连通. 子集族 B = {X×{y} : y ∈ Y} 是 X×Y 的连通覆盖. 另对
x ∈ X, A = {x} ×Y 是 X×Y 的连通子集且满足定理 4 条件. 于是 X×Y 连

通. 2

例 5. n 维欧式空间 Rn 和环面 Tn = S1× · · ·×S1 连通.

例 6. n 维球面 Sn 连通. 这是因为 Sn � In/∂In, 其中 In = ([0,1])n. 或者利
用归纳法, 取 A 是 Sn 的 “赤道”, 则 A � Sn−1 连通, 而北半闭球 A+ 和南半

闭球 A− 均同胚于 In, 从而连通; 但 A∩A+ , ∅, A∩A− , ∅, 从而 Sn 连通.

例 7. R2 \ {(0,0)} � S1× (0,+∞) 连通, 而 R1 \ {0} 不连通. 所以通过同时挖
去原点可知 R2 和 R1 不同胚.

定理 6. 设 A 是拓扑空间 X 的连通子集, A ⊂ B ⊂ Cl(A), 则 B 连通. 特别地,
连通集的闭包是连通集; 具有稠密连通子集的拓扑空间连通.

证明. 设 f : B→ {−1,1} 是连续映射. 由于 A 连通, 从而 f (A) 连通. 不
妨设 f (A) = 1, 即 A ⊂ f−1({1}). 两边关于子空间 B 取闭包, 得到 ClB(A) ⊂
ClB( f−1({1})). (设 A ⊂ B, ClB(A) 是指 B 中包含 A 的最小闭子集, 从而
ClB(A) = Cl(A)∩B.) 从而由于 B ⊂ Cl(A), ClB(A) = B; 又 f−1({1}) 是 B 的闭

子集, 从而 ClB( f−1({1})) = f−1({1}). 这就证明了 B ⊂ f−1({1}), 即 f 不可能是

满射, 即得 B 连通. 2
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10.3 连通分支

定义 2 (连通分支). 如果 X 的非空子集 A 连通, 且对 X 的任意连通子集 B,
若 B ⊃ A, 则 B = A, 那么称 A 为 X 的一个连通分支.

连通分支也就是拓扑空间中最大的连通子集, 是 “独立的一部分”.

定理 7 (按连通分支分解拓扑空间). 任意拓扑空间 X 都可以表示为一些两

两不交的连通分支的并集. 即 X 的每个非空连通子集都含于唯一一个连通

分支之中.

证明. 1. 对任意 x ∈X, 单点集 {x} 是连通集, 于是 x 总包含在某个连通集之

中.
2. 设 A 是 X 的连通子集. 取 X 的连通子集族 B = {B ⊃ A : B 连通}, 则

Y =
⋃

B∈BB 连通 (利用定理 4). 任取包含 Y 的连通子集 C, 则 C ⊃ A, 从而
C ∈ B, 于是 C = Y. 这就表明 Y 是包含 A 的一个连通分支．

3. 设 Y1 和 Y2 是包含 A 的两个连通分支, 则由定理 4, Y1∪Y2 也是包

含 A 的连通集. 由连通分支的极大性, Y1 ⊃ Y1∪Y2 ⊃ Y2, Y2 ⊃ Y1∪Y2 ⊃ Y1,
于是 Y1 = Y2. 这就证明了包含 A 的连通分支的唯一性.

4. 不同连通分支之间不相交. 这是由于若它们不同且相交, 则交集中的
点包含于两个不同的分支, 与前述唯一性矛盾. 所以 X 可表示为若干互不

相交的连通分支的并集. 2
习题 2.X 到 Y 的同胚映射诱导 X 和 Y 连通分支之间的同胚. 所以连通分
支个数是拓扑不变量.

例 8. 平面上交于一点的三条直线构成的拓扑子空间和交于一点的两条直
线构成的拓扑子空间不同胚, 因为挖掉交点后它们的连通分支个数分别为 6

和 4.

例 9. 连通分支都是闭子集.

这是由于, 若 A 是连通集, 则根据定理 6, Cl(A) 也是连通集. 从而由连
通分支极大性, A = Cl(A).
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定理 8 (连通分支是开集的条件). 如果每个点 x ∈ X 都有一个连通的邻域,
则 X 的连通分支是开集.

证明. 设 Y 是一个连通分支, 且对 y ∈ Y, y 有一个连通邻域 Uy. 那么 Uy

包含在一个连通分支 Y′ 内. 根据 y 所在连通分支的唯一性, Y′ = Y, 于是
Uy ⊂ Y. 这就表明 Y 是开集. 2

注意如果一个拓扑空间的连通分支只有有限个, 则每个连通分支都是
既开又闭的; 但如果连通分支有无限个, 则就未必是开集了.

例 10. 将有理数集 Q 视作欧氏直线 R 的拓扑子空间, 则 Q 中任何两个点
组成的集合都可以用无理数分开,从而不连通; 也就是说 Q中的连通分支就
是单点集, 从而不是 Q 中的开集.

10.4 局部连通

定义 3 (局部连通). 如果任取 x ∈ X, x 都有由连通邻域组成的邻域基, 则称
X 是局部连通 的拓扑空间.

很容易举例说明局部连通空间可以不连通. 此外, 连通空间也未必是局
部连通的. 这一点要特别引起注意. 所以连通和局部连通是两个颇不相同的
拓扑性质.
习题 3.[拓扑学家的正弦曲线] 取 X = A∪B, 其中

A =
{
(x,sin(

1
x

)) ⊂R2 : x ∈ (0,1]
}
, B = {(0, y) : y ∈ [−1,1]}.

证明: 1)X 是连通的; 2) (0,0) 不是局部连通的.

例 11. 多于一个点的离散拓扑空间都是局部连通但不连通的; 欧氏空间中
两个不交的开球构成的拓扑子空间是局部连通但不连通的.

定理 9. 拓扑空间 X 是局部连通的充分必要条件为: X 的任意开集的连通分

支是 X 的开集.
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证明. 1. 必要性就是重复定理 8 的证明. 设 X 局部连通, U 是 X 的开集,
C 是 U 的一个连通分支. 对任意 x ∈ C, 由于 U 是包含 x 的开集, 从而存在
x 的连通邻域 Ux, 使得 Ux ⊂U. 那么由连通分支的极大性, Ux ⊂ C. 于是 C

是开集.
2. 充分性. 设 x ∈ X, U 是包含 x 的一个开集, 而 C 是 U 的包含 x 的

那个连通分支, 则 C ⊂ U 是 x 的一个连通邻域. 由此得到的集族 C 就是 x

的一个连通邻域基. 2

定理 10. 局部连通空间的连续开 (闭) 映射的像集是局部连通的.

证明. 1. 设 f : X→ Y 是连续满射, U 是 Y 的开集, C 是 U 的一个连通分

支. 要证 C 是开集.
2. 对任意 x ∈ f−1(C), 令 Cx 是包含 x 的开集 f−1(U) 的连通分支. 由

f 的连续性, f (Cx) ⊂ U 是连通集, 且 f (x) ∈ f (Cx)∩C. 那么 f (Cx) 就是包

含 f (x) 的一个连通集, 而 C 是包含 f (x) 的连通分支, 于是 f (Cx) ⊂ C, 即
Cx ⊂ f−1(C). 另一方面, 由于 X 局部连通, Cx 是开集. 从而 f−1(C) 是 X 的

开子集.
3. 于是若 f 是开映射, 则 C = f ( f−1(C)) 是 Y 中开集.
4. 若 f 是闭映射, 则 Y\C = f (X \ f−1(C)) 是 Y 的闭子集. 从而 C 是开

集. 2
习题 4. 证明局部连通性是拓扑性质.
习题 5. 证明闭圆盘 D2 = {(x, y) ∈R2 : x2+ y2 ≤ 1} 连通.
习题 6. 设 A 是连通空间 X 的闭子集, 且 ∂A 连通. 证明 A 连通.
习题 7. 设 X 是一个连通度量空间, 且至少含有两个点. 证明: X 一定包含

不可数个点.
习题 8.[一维 Borsuk-Ulam 定理] 设 f : S1 → R 是连续函数. 则存在一点
z ∈ S1 使得 f (z) = f (−z).
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第十一讲 道路连通性 局部道路连

通性

这一讲我们介绍较连通性更直观的道路连通性.

11.1 道路连通

定义 1 (道路). 设 X 是拓扑空间, 连续映射 σ : I = [0,1] → X 称为连结

x0 = σ(0) 和 x1 = σ(1) 的一条道路.

定义 2 (道路连通). 设 X 是拓扑空间. 如果对任意 x0,x1 ∈X 都存在 X 中连

结它们的道路, 则称 X 是道路连通空间. 设 A ⊂ X, 若子空间 A 道路连通,
就称 A 是 X 的一个道路连通子集.

例 1. Rn 和 Sn 都是道路连通的. Rn 中的凸集, 星形集都是道路连通的.

定理 1 (连通与道路连通的关系). 道路连通空间是连通空间.

证明. 设 X是道路连通空间,且存在非空不相交开子集 U,V使得 U∪V =X.
取 x0 ∈ U, x1 ∈ V, 以及连结 x0,x1 的道路 σ : [0,1]→ X. 那么 σ−1(U) 和

σ−1(V) 是 [0,1] 的非空不相交开子集, 且 [0,1] = σ−1(U)∪σ−1(V), 与 [0,1]

连通性矛盾. 2

例 2. 拓扑正弦曲线

S =
{
(x,sin(

1
x

)) ∈R2 : x ∈ (0,1]
}
∪{(0,0)}
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连通但不道路连通.

证明. 1. 由于 A =
{
(x,sin(1

x )) : x ∈ (0,1]
}
是连通空间 (0,1] 的像, 从而连通;

而 A ⊂ S ⊂ Cl(A), 则 S 是连通的 (见第十讲定理 6).
2. 下面证明: 在 S中任意以 (0,0)为起点的道路只能是 σ(t)= (0,0),∀t ∈

[0,1].

由 {(0,0)} 是闭集可知 σ−1((0,0)) 是 [0,1] 的闭子集. 另一方面, 取 t0 ∈
σ−1((0,0)),则由 σ的连续性和 [0,1]局部连通性,存在 t0 的连通开邻域 U使

得 σ(U) ⊂ S∩B((0,0);1/2). 由于 (0,0) ∈ σ(U), 且 S∩B((0,0);1/2) 包含 (0,0)

的连通分支只能是 (0,0) (注意 S∩B((0,0);1/2) 是 (0,0) 与无线条间断曲线

的并集),则 σ(U) ⊂ {(0,0)}. 于是 U ⊂ σ−1((0,0)). 这就证明了 σ−1((0,0))是开

集. 由 [0,1] 的连通性, 即得 σ−1((0,0)) = [0,1]. 2
这个例子表明, 具有道路连通稠密子集的空间未必道路连通. 这是道路

连通与连通性的一个重要区别.
习题 1. 证明: Rn 中的开集是连通的, 当且仅当它是道路连通的.

11.2 道路连通性的判定

利用连续映射的复合的连续性, 有

定理 2. 道路连通空间的连续像是道路连通的; 从而道路连通是拓扑性质.

定义 3 (乘积空间道路连通). 两个非空道路连通空间的乘积空间道路连通.

证明. 设 X,Y 道路连通, σ1 和 σ2 分别是在 X 和 Y 中连结点 x0,x1 (和
y0, y1) 的道路. 则

σ(t) = (σ1(t),σ2(t)), t ∈ [0,1]

就是连结 X×Y 中两点 (x0, y0), (x1, y1) 的道路. (由乘积拓扑的性质, σ(t) 是

连续的.) 2

定理 3. 设 X 有一个道路连通覆盖B, 即 B 是由 X 的道路连通子集构成的

族, 且
⋃B = X. 如果 X 还有一个道路连通子集 A, 它与每个 B ∈ B 都相交,

则 X 道路连通.
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证明. 对 X 中两点 x0,x1, 存在 B0,B1 ∈ B 使得 x0 ∈ B0,x1 ∈ B1. 又设 y0 ∈
A∩B0, y1 ∈ A∩B1, 则由 A,B0,B1 的道路连通性, x0,x1 可用 X 中道路连结.
2

11.3 道路分支

定义 4 (道路分支). 设 X 是拓扑空间, C 是 X 的道路连通子集. 如果它不是
X 的某个道路连通子集的真子集, 就称 C 是 X 的一个道路连通分支.

习题 2. 一个拓扑空间的道路连通分支的个数是个拓扑不变量.
习题 3. 道路连通分支必包含在连通分支中; 但由拓扑正弦曲线, 说明连通
分支未必包含在道路连通分支内.

定理 4 (道路连通分支的刻画). 任取 x ∈ X, 则等价类

〈x〉 = {y ∈ X :从 x 到 y有道路相连}

就是包含 x 的道路连通分支.

证明. 显然 〈x〉 是道路连通集. 又若 C 是包含 x 的道路连通集, 则由定义,
C ⊂ 〈x〉. 2

定理 5 (按道路分支分解拓扑空间). X的每个非空道路连通子集都包含在唯

一的一个道路连通分支内. 于是 X 可以分解为一些两两不相交的道路连通

分支的并.

证明留作习题.

11.4 局部道路连通

定义 5 (局部道路连通). 设 X 是拓扑空间, x ∈ X. 如果对 x 的任意邻域 U,
存在 x 的道路连通邻域 V 使得 V ⊂U, 则称 X 在 x 点局部道路连通. 每一
点都是局部道路连通的拓扑空间称作局部道路连通空间.
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习题 4.[梳子空间] 欧式平面的子集

C =
{
(x1,x2) ∈R2 : x1 = 0 或

1
n
, 其中 n ∈N,x2 ∈ [0,1]

}
∪{(x1,0) ∈R2 : x1 ∈ [0,1]}

连通但不局部连通; 道路连通但不局部道路连通.

定理 6. 拓扑空间 X 是局部道路连通的充要条件是它的任意开集的道路连

通分支都是 X 的开集.

证明留作习题.

定理 7. 连通且局部道路连通的拓扑空间是道路连通的.

证明. 设 X 是局部道路连通的拓扑空间, C 是它的任意一个道路连通分支.
由上一定理, C 是 X 的开集. 如果 X 有多于一个道路连通分支, 则它就可以
表示为两个不相交非空开集的并集. 这与 X 的连通性矛盾. 所以 X 只有一

个道路连通分支, 故 X 道路连通. 2
习题 5. 设 A 是道路连通空间的闭子集, 且 ∂A 道路连通. 证明: A 道路连

通.
习题 6.A 是 X 的道路分支, B 是 Y 的道路分支, 则 A×B 是 X×Y 的道路

分支.
习题 7. 设 A,B 都是道路连通空间 X 的开子集, 且 A∪B = X, A∩B 道路连

通. 证明: A,B 道路连通.
习题 8. 设 X 是带可数补拓扑的实数集 R, 而 f : [0,1]→ X 是连续映射. 若
f (t) = x, 证明 f 在 t 的某个邻域上恒等于 x. 进一步证明 X 的每个道路连

通分支都是单点集.
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紧性, 我们在数学分析中就经常遇到, 如欧氏空间中的紧集是有界闭集,
它保证一个点列有收敛子列, 从而帮助找到极限. 从拓扑角度来讲, 其实紧
性有好多种, 从不同角度刻画某些拓扑空间小巧而精干的特性: 一方面其中
的点都离得不太远, 另一方面接近的点都已那囊括其中. 这一讲我们介绍”
覆盖紧”.

12.1 紧空间

定义 1 (覆盖). 设 C = {Cλ : λ ∈ Λ} 是拓扑空间 X 的子集族, A ⊂ X. 如果
A⊂⋃λ∈ΛCλ,则称 C是 A的一个覆盖;当所有 Cλ 是开集时, C称为开覆盖;
当 Λ 是有限集时, C 称为有限覆盖; 设 C′ ⊂ C, 且 C′ 也是 A 的覆盖, 则称
C′ 为 C 的子覆盖.

定义 2 (紧空间). 设 X 是拓扑空间. 如果 X 的任意开覆盖都有有限子覆盖,
则称 X 是 紧空间; 若 A 是 X 的子集, 而 X 的拓扑子空间 A 是紧空间, 则
称 A 是 X 的 紧子集.

由于紧性的定义只涉及开集, 所以不难验证紧性也是拓扑性质.
习题 1. 证明: A 是 X 的紧子集的充要条件是 A 在 X 中的任何开覆盖都有

有限子覆盖.

例 1. 带有限补拓扑的 (R,TF)是紧空间; 但带可数补拓扑的 (R,TC)不是紧

空间.

79
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证明. 1. 设 C 是 (R,TF) 的一个开覆盖. 任取 C1 ∈ C, 则 X \C1 只含有限个

点 {xk}Nk=2. 再利用覆盖性质, 对 xk 取 Ck ∈ C, 使得 xk ∈ Ck, 就得到有限子覆
盖 {C1, · · · ,Cn}.

2. 子集族 C = {(R \Z)∪{n} : n ∈Z} 是 (R,TC) 的一个开覆盖, 但没有
有限子覆盖. 2

定义 3 (有限交性质). 设集合 X 的一列子集中任意有限个元素的交集非空,
则称该集族具有有限交性质.

定理 1 (紧空间的闭集刻画). 拓扑空间 X 是紧空间的充要条件是: 对于 X

的具有有限交性质的任意 闭集族 {Fλ : λ ∈Λ}, 有⋂
λ∈Λ

Fλ , ∅.

注意这里 Λ 可以是任意无限集. 该定理是数学分析中关于有界闭区间
的海涅-博雷尔定理及闭区间套定理对一般拓扑空间情形的推广, 表明覆盖
紧与完备性有关. 这个定理也表明了紧性对于解决存在性问题是个重要的
工具. 事实上, 在偏微分方程等学科中, 紧性方法是证明解的存在性最重要
的方法之一.
证明. 1. 必要性. 反证法. 设

⋂
λ∈ΛFλ = ∅. 记 C = {Cλ = X \Fλ : λ ∈ Λ}, 则

X\ (
⋃C) =

⋂
(X\Cλ) =

⋂
λ∈ΛFλ = ∅,于是

⋃C =X,即 C是 X 的开覆盖. 由
X的紧性,存在有限子覆盖 {Ck}nk=1,即

⋃n
k=1 Ck =X. 于是 ∅=X\ (

⋃n
k=1 Ck)=⋂n

k=1(X \Ck) =
⋂n

k=1 Fk, 与 {Fλ} 的有限交性质矛盾.
2. 充分性. 设 C = {Cλ : λ ∈ Λ} 是 X 的开覆盖. 则 {Fλ = X \Cλ : λ ∈ Λ}

是闭集族, 且 ⋂
λ∈Λ

Fλ = X \ (
⋃
λ∈Λ

Cλ) = X \X = ∅.

于是集族 {Fλ} 不具有有限交性质, 即存在 {Fk}nk=1 使得 ∩
n
k=1Fk = ∅. 于是⋃n

k=1 Ck =
⋃n

k=1(X \Fk) = X \ (
⋂n

k=1 Fk) = X, 即 {Ck}nk=1 就是 C 的一个有限子
覆盖. 2



12.2 紧性的判定 81

12.2 紧性的判定

定理 2. 紧空间的闭子空间是紧的.

证明. 设 X 是紧空间, A 是 X 的闭子集, C = {Cα}α∈Λ 是 A 的一个开覆盖.
那么存在 X 的开集族 {Uα} 使得 Cα = A∩Uα. 注意 {Uα}α∈Λ∪{X \A} 是 X

的一个开覆盖. 利用 X 的紧性, 存在 X 的有限子覆盖 {U1, · · · ,Un,X\A}. 于
是 A ⊂ A∩

(⋃n
k=1 Uk

)
=
⋃n

k=1 Ck, 即 A 是紧集. 2

定理 3. 1) 豪斯多夫空间的紧子集是闭的.
2) 紧的豪斯多夫空间的子集是紧集的充要条件是该子集是闭集.

证明. 只需证明 1). 2) 的充分性源自上一定理, 必要性出自 1).
1) 的证明. 设 X 是豪斯多夫空间, A ⊂ X 是紧子集. 对任意固定的

y ∈X \A 和任意的 x ∈A, 利用豪斯多夫空间的定义, 存在 x 的邻域 Ux 和 y

的邻域 Vx 使得 Ux∩Vx = ∅. 注意 {Ux : x ∈ A} 是 A 的一个开覆盖. 由于 A

紧, 存在有限子覆盖 {Uxk}nk=1. 置 Vy = ∩n
k=1Vxk , 它仍是 y 的邻域, 且与 Uxk

均不相交. 由于开集 UA ≜∪n
k=1Uxk ⊃A, Vy 与 UA 不相交,从而也不和 A相

交. 这就证明了 X \A 是开集, 从而 A 是闭集. 2
分析上面证明, 可知 (1) 的本质就是说豪斯多夫空间中的紧子集可以和

不在其中的点用开集分离. 仿照该证明, 可知豪斯多夫空间中不相交的紧子
集可以分别包含在不相交的开集之中. (注意与 (T4) 分离公理的区别: 分离
公理分离的是不交闭集.)

定理 4. 设 A 是 R 的子集. 则 A 是紧集的充要条件是: A 是有界闭集.

证明. 1. 必要性. 由于 R 是豪斯多夫空间, 由上一定理, 若 A 是紧集, 则 A

是闭集. 另一方面, C = {(−n,n) : n ∈N} 是 R 的一个开覆盖, 所以也是 A 的

一个开覆盖. 由于 A 紧, 存在有限子覆盖, 故 A 必包含在某个区间 (−N,N)

内, 从而有界.
2. 充分性. A是有界的,所以存在 N使得 A⊂ [−N,N]. 又 A是闭集,所

以 A是 [−N,N]的闭子集. 此外,注意到紧性是拓扑性质,而 [−N,N]� [0,1],
下面会证明 [0,1] 是紧集, 于是 A 是紧豪斯多夫空间的闭子集, 从而是紧集.
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3. 下面证明 [0,1] 是 R 中紧集.
任取 [0,1] 的开覆盖 U. 取

B = {x ∈ [0,1] : 存在 U 的有限子覆盖覆盖 [0,x]}.

注意 0 ∈ B, 所以 B 不空. 下面证明 B 既开又闭, 从而根据连通性, B = [0,1].
特别地, [0,1] 有有限子覆盖, 从而是紧集.

4. 任取 x ∈ B,有 U1, · · · ,Un ∈U 使得 [0,x] ⊂U1∪U2∪· · ·∪Un. 不妨设
x ∈ Uk, 则存在 ε > 0 使得 (x− ε,x+ ε)∩ [0,1] ⊂ Uk. 任取 y ∈ (x− ε,x+ ε)∩
[0,1], 则 [0, y] ⊂U1∪U2∪ · · ·∪Un, 即 y ∈ B. 这说明 x 的一个邻域在 B 中,
从而 B 是开集.

5. 任取 x < B,不妨设 x ∈U ⊂U,则存在 ε > 0使得 (x−ε,x+ε)∩ [0,1]⊂
U. 任取 y ∈ (x− ε,x+ ε), 则 y < B. (否则先取 U 中有限个开集覆盖 [0, y],
然后添加 U 就得到 [0,x] 的有限子覆盖, 于是 x ∈ B, 矛盾!) 这就证明了
[0,1]\B 是开集, 从而 B 是闭集. 2

定理 5. 紧空间的连续像是紧的. 特别地, 紧空间的商空间是紧空间.

证明. 设 X 是紧空间, f : X→ Y 是连续映射. 设 {Vλ : λ ∈ Λ} 是 f (X) 的开

覆盖, 则 { f−1(Vλ) : λ ∈ Λ} 是 X 的开覆盖. 由 X 的紧性, 存在有限子覆盖
{ f−1(Vk) : k = 1, · · · ,n}. 于是 {Vk : k = 1, · · · ,n} 就是 f (X) 的有限子覆盖, 即
f (X) 紧. 2

定理 6 (紧空间的积空间是紧空间). 两个紧空间的乘积拓扑空间是紧空间.

为了证明这个定理, 需要如下管状邻域引理.

引理 1 (管状邻域引理). 设 Y 紧致, W 是 X×Y 的开子集, 并且 {x}×Y ⊂W.
则存在 x 的邻域 U 使得 U×Y ⊂W.

证明. 任取 y ∈ Y, 由乘积空间拓扑基, 存在 X 的开子集 Uy 和 Y 的开子集

Vy,使得 (x, y) ∈Uy×Vy ⊂W. {Uy×Vy : y ∈Y}构成了 {x}×Y的一个开覆盖.
因为 {x} ×Y � Y 紧致, 所以有有限子覆盖 {Uyk ×Vyk}nk=1. 取 U = ∩n

k=1Uyk ,
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则 U×Y ⊂W. 事实上, 对任意 (u, y) ∈U×Y, 则对所有 k, u ∈Uyk ; 此外, 由
覆盖性质, 存在 Vym 3 y. 于是 (u, y) ∈Uym ×Vym ⊂W. 证毕. 2
定理 6的证明. 设 X,Y 是紧空间, W 是 X×Y 的一个开覆盖. 任取 x ∈ X,
则 {x} ×Y � Y 紧致, 因此存在 W 的有限个子集的族 {Wx} 覆盖 {x} ×Y.

由引理 1 (取 W = ∪Wx), 存在 x 的开邻域 Ux 使得 {Wx} 也覆盖 Ux×Y.
这些 Ux 又构成 X 的一个开覆盖, 所以有有限子覆盖 {Ux1 , · · · ,Uxn}. 于是
Wx1 ∪Wx1 ∪· · ·∪Wxn 就构成了 X×Y 的一个有限子覆盖. 证毕.

定理 6可以推广为如下 Tychonoff 定理. 这是一个深刻的结论, 证明用
到了选择公理, 对于研究函数空间具有重要意义. 证明可见 [8, 第 37 节].

定理 7 (Tychonoff 定理). 在积拓扑下, 任意个紧致空间的笛卡尔积还是紧
致空间. 即, 对任意指标集 J, 若对任意 α ∈ J, Xα 都是紧致空间, 则

∏
α∈J Xα

仍是紧致空间.

由上述定理 3, 定理 4 和定理 6, 不难知道 Rn 中的一个子集是紧集的

充分必要条件是它是有界闭集.

12.3 紧性的应用

定理 8. 紧致豪斯多夫空间是正规空间.

证明. 与定理 3的 1)的证明方法类似. 设 A和 B是紧致豪斯多夫空间 X 中

两个不交的闭集, 则由定理 3的 2), 它们都是紧集. 回忆定理 3的 1) 的证明,
对任意固定的 y ∈ B, 已经得到 A 的邻域 UA 和 y 的邻域 Vy, 它们不相交.
由于 {Vy : y ∈ B} 是 B 的开覆盖, 由 B 的紧性, 存在有限子覆盖 {Vy j}mj=1, 每
个 Vy j 均不和 UA 相交. 那么我们得到 B 的开邻域 VB =

⋃m
j=1 Vy j , 它与 UA

仍不相交. 2

定理 9. 设 f : X→ Y 是连续映射, X 是紧的, Y 是豪斯多夫空间, 则 f 是闭

映射. 特别地,

• 若 f 是满射, 则 f 是商映射;
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• 当 f 是双射时, f 是同胚.

证明. 利用定理 5和定理 3, 定理 2, 就可知 f 将闭集映为闭集, 所以是闭映
射. 关于商映射, 参考第七讲定理 6. 2

设 f : X→ Y 是紧空间 X 到豪斯多夫空间 Y 的连续满射, 则 f 是商映

射. 由 f 给出 X 上的等价关系 ∼ f (x1 ∼ f x2 当且仅当 f (x1) = f (x2)). 根据
第七讲定理 9, f 决定了同胚映射 f ∗ = f ◦p−1 : X/ ∼ f→ Y. 这是构造同胚映
射, 以及证明拓扑空间同胚的一个重要方法.

例 2. 从 [0,1] 到 S1 的连续满射都是商映射. 特别地,

f : [0,1]→ S1, t 7→ (cos(2πt),sin(2πt))

是商映射. 于是 [0,1]/ ∼ (粘合端点) 同胚与 S1.

定理 10 (极值定理). 设 X 是紧空间, f : X→ R 是连续函数. 那么 f 有界,
且在 X 上取到最大值和最小值.

证明. 由定理 5, f (X) 是 R 上紧集, 从而由定理 4, f (X) 是有界闭集. 故
m = inf{ f (x) : x ∈ X} 和 M = sup{ f (x) : x ∈ X} 均属于 f (X), 即 f 可以取到最

大值和最小值. 2
一个自然的问题是: 设 X 上的连续函数都有界而且在 X 上取到最大值

和最小值, 是否可以保证 X 是紧集? 答案是未必的, 即还有与上述紧性不同
的其他 “紧性” 条件来保证极值性质成立 (见下一讲).

12.4 局部紧性与单点紧化

1. 局部紧性

n 维欧式空间不是紧的, 但可以引入局部紧的概念, 并通过单点紧化转
化为紧空间予以研究.
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定义 4 (局部紧). 设 X 是拓扑空间, x ∈ X. 如果存在一个紧集, 它包含点
x 的一个邻域, 则称 X 在 x 点是局部紧 的. 每一点都局部紧的拓扑空间称
为局部紧空间.

显然紧空间是局部紧的. 容易验证局部紧性是个拓扑性质.
习题 2. 局部紧空间的闭子集是局部紧的.
习题 3. 说明局部紧空间在连续映射下的像未必是局部紧的. 证明: 局部紧
空间在开的连续映射下的像是局部紧的.
习题 4. 作为 R 的子空间的有理数集 Q 不是局部紧的.

定理 11. 紧豪斯多夫空间的开子集是局部紧的.

证明. 设 X 是紧致豪斯多夫空间, 则它是正规空间. 设 A 是 X 的开子集.
对任意 a ∈ A, 存在开集 V ⊂ A 使得 x ∈ V, 且 Cl(V) ⊂ A. 由定理 2, Cl(V)

是紧的. 所以 A 局部紧. 2

定理 12. 局部紧的豪斯多夫空间是正则空间.

证明. 1. 设 X 是一个局部紧的豪斯多夫空间. 设 x ∈ X, U 是包含 x 的开

集. 根据正则空间的等价定义 (第九讲定理 1), 我们需要找一个包含 x 的开

集 W, 使得 x ∈W ⊂ Cl(W) ⊂U.
2. 由于 X 是局部紧的, 存在 X 的紧子集 F1 使得 x ∈ V1 ⊂ F1, 其中 V1

是个 X 的开子集. 记 V = Int(F1) ⊃ V1, 它仍是 x 的邻域. 由于豪斯多夫空
间的紧子集是闭集, 所以 F1 是个闭集. 于是还成立 F1 ⊃Cl(Int(F1)) =Cl(V).
那么 F = Cl(V) 是紧致豪斯多夫空间 F1 的闭子集, 所以是 F1 的紧子集, 从
而也是 X 的紧子集.
这样我们得到了 x 的邻域 V 使得 F = Cl(V) 是个紧集.
3. 由于豪斯多夫空间的子空间仍是豪斯多夫空间, 所以 F 是紧致豪斯

多夫空间, 从而是正规空间, 也是正则空间 (回忆豪斯多夫空间中单点集必
是闭集).

4. 令 G = U∩V, 它是 X 的包含点 x 的开子集. 又 G ⊂ F, 所以 G 是

F 的开子集. 根据子空间 F 的正则性, 存在 F 的开子集 W 使得 x ∈W ⊂
ClF(W) ⊂ G ⊂U.
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5. 由于 W 是 F 的开子集, 存在 X 的开子集 A 使得 W = F∩A; 而
W ⊂ G ⊂ F, 所以也成立 W = G∩A; 即 W 相对于 G 开. 又 G 是 X 的开集,
所以 W 是 X 的开子集.

6. 此外, 由于 W ⊂ G ⊂ V, 所以 Cl(W) ⊂ Cl(V). 于是成立

ClF(W) = Cl(W)∩F = Cl(W)∩Cl(V) = Cl(W).

所以上面找到的 W 是 X 的开集且满足所需条件 x ∈W ⊂ Cl(W) ⊂U. 2

2. 单点紧化

定理 13 (单点紧化). 设 (X,T ) 是拓扑空间, ∞ 是个抽象的点. 令 X∗ =

X∪ {∞}, T ∗ = T ∪ {X∗ \C : C 是 X 的紧闭集}, 则 T ∗ 是 X∗ 上的一个拓扑.
拓扑空间 (X∗,T ∗) 称为 (X,T ) 的单点紧化空间, 具有如下性质:

1) (X,T ) 是 (X∗,T ∗) 的子空间, 且当 X 非紧时, X 在 X∗ 中稠密;

2) (X∗,T ∗) 是紧空间;

3) (X∗,T ∗) 是紧豪斯多夫空间的充分必要条件是: (X,T ) 是局部紧的豪

斯多夫空间.

证明可见 [8, 第 29 节], 我们略去.
习题 5. 证明从 [0,1] 到 [0,1]× [0,1] 的任何连续满射都不是单射.
习题 6. 设 A 是紧致空间 X 的一个包含无穷多个点的子集. 证明: A 必有

聚点.



第十三讲 序列紧 可数紧 聚点

紧 伪紧 仿紧

这一讲介绍与覆盖紧类似的一些有关紧性的概念, 请注意辨别它们的
区别及来源.

13.1 定义

1. 序列紧

序列紧性即 Bolzano-Weierstrass定理所述 “Rn 中的有界序列必有收敛

子列” 性质的推广. 这是分析学中常用的紧性方法的基础.

定义 1 (序列紧). 设 X 是拓扑空间, 如果它的任意序列均有收敛的子序列,
则称 X 为序列紧空间. 设 A ⊂ X, 如果 X 的子空间 A 是序列紧的, 就称 A

是 X 的序列紧子集.

例 1. 序列紧空间上的连续函数一定取到最小值和最大值.

证明. 下面以最小值为例证明. 设 X 是序列紧空间, f : X→R 是连续映射.
取点列 {xn} ⊂ X 使得

lim
n→∞

f (xn) = inf f (X).

先假设 inf f (X) > −∞. 由列紧性, 可找到 xn 的收敛子列 xni 以及 x ∈ X

使得 limi→∞ xni = x. 由 f 的连续性, f (x) = limi→∞ f (xni) = inf f (X). 所以 f

在 x 点取到最小值.
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设 inf f (X) = −∞, 我们导出矛盾. 如果 inf f (X) = −∞, 则存在点列
xn ∈ X 使得 f (xn) < −n. 由列紧性, 不妨设 xn→ x ∈ X. 则 f (xn)→ f (x). 注
意 f (x) 是有限值, 于是 f (xn) 应当有界, 与 f (xn) < −n 矛盾. 2
习题 1. 证明: 序列紧空间的闭子空间是序列紧的; 序列紧空间的连续像是
序列紧的.

2. 可数紧

定义 2 (可数紧). 设 X 是拓扑空间, 如果它的任意可数开覆盖均有有限子覆
盖, 则称 X 是可数紧空间. 如果 X 的任意开覆盖均有可数开覆盖, 则称 X

是 Lindelöf 空间.

由定义, 紧空间必是可数紧的; 可数紧的 Lindelöf 空间是紧空间.

例 2. 空间 X 是可数紧的充要条件是: X 中任意具有有限交性质 (或下降)
的闭集序列 {Fn : n ∈N} 有非空的交集.

证明. 与上一讲定理 1 的证明类似.
1. 必要性. 设 ∩nFn = ∅, 则 X = X \ (∩nFn) = ∪nX \Fn, 所以 {X \Fn} 是

X 的可数开覆盖. 所以它有有限子覆盖, X = ∪n∈ΛX \Fn, 其中 Λ 是 N 的有
限子集. 于是 ∩n∈ΛFn = ∅, 与 {Fn} 的有限交性质矛盾.

2. 充分性. 设 {Un} 是 X 的可数开覆盖, 则 {Fn = X \Un} 是闭集且⋂
n

Fn = X \ (
⋃

n
Un) = ∅.

于是 {Fn} 不具备有限交性质, 即存在 N 的有限子集 Λ 使得 ∩n∈ΛFn = ∅, 这
意味着 {Un}n∈Λ 是 X 的有限子覆盖. 所以 X 是可数紧的. 2
习题 2. 证明: 可数紧空间的闭子集是可数紧的.
习题 3. 第二可数空间是 Lindelöf 空间.
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3. 聚点紧

定义 3 (聚点紧). 设 X 是拓扑空间, 如果它的任意无限子集均有极限点 (也
叫聚点), 则称 X 是聚点紧空间.

4. 伪紧

定义 4 (伪紧). 如果拓扑空间 X 上的连续函数都是有界的, 则称 X 是伪紧

的.

13.2 可数紧与序列紧的关系

定理 1. 序列紧空间是可数紧空间.

证明. 设 X 是序列紧空间, {Fn : n ∈N} 是 X 中一列非空下降闭集. 任取
xn ∈ Fn, 由 X 的序列紧性, {xn} 有收敛于某个 x ∈ X 的子序列 {xn j}. 对任意
j, xn j ,xn j+1 , · · · 均在 Fn j 中, 且 {xnk : k ≥ j} 收敛于 x. 所以 x ∈ Cl(Fn j) = Fn j .
(否则, 利用 X \Cl(Fn j) 是开集, 以及极限的定义导出矛盾.) 由于 Fn j ⊂ F j,
从而由 j 的任意性, x ∈⋂∞k=1 Fk. 这就表明 X 是可数紧空间. 2

定理 2. 满足第一可数公理的可数紧空间是序列紧空间.

证明. 设 X 是满足第一可数公理的可数紧空间, {xn} 是 X 中的序列. 令
An = {xi : i ∈N, i ≥ n}, 则 Ān ≜ Cl(An) 是一列非空的下降的闭集. 由 X 的可

数紧性,存在 x ∈⋂n∈N Ān. 又 X 满足第一可数公理, x点存在可数的邻域基

{Un}, 且不妨设 U1 ⊃U2 ⊃ · · · . 由 x ∈ Ā1, 存在 xn1 ∈ A1∩U1. (若 x ∈ A1, 取
xn1 = x即可;否则,利用极限点的定义.) 由 x ∈ Ān1+1,存在 xn2 ⊂U2∩An1+1,
n2 > n1. 如此继续, 得到 {xn} 的子列 {xn j}, 它收敛到 x, 即 X 是序列紧的. 2

13.3 可数紧与聚点紧的关系

定理 3. 可数紧空间必为聚点紧空间.
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证明. 设 X 不是聚点紧的, 即 X 存在一个无聚点的无限子集. 我们在该集
中取一个无限可数子集 A = {xn : n ∈N}. 现在构造一个可数开覆盖, 它不存
在有限子覆盖.

首先,因为 A没有聚点,则 A是闭集, X\A是开集. 其次,对任意 xn ∈A,
因为 xn 不是 A 的聚点, 则存在包含 xn 的开集 Un, 使得 Un∩ (A\ {xn}) = ∅,
即 Un 中只含 xn 一点. 从而 {X \A,Un : n ∈N} 是 X 的一个无限可数开覆

盖. 显然, 它没有有限子覆盖, 从而不是可数紧空间. 2

定理 4. 满足 (T1) 公理的聚点紧空间必是可数紧空间.

证明. 设 X 满足 (T1) 公理 (即其中单点集都是闭集), 且不是可数紧空间,
即存在可数开覆盖 C = {Un : n ∈N}, C 没有有限子覆盖. 令 V1 = U1, 取
x1 ∈ V1. 归纳地, 当 n > 1 时, 设 V1, · · · ,Vn−1 已取定, 令 Vn 为不包含在⋃n−1

i=1 Vi 中的第一个 Ui. 因 V1, · · · ,Vn−1 不能覆盖 X, 可知这样的 Vi 必然存

在. 由此还知成立 X =
⋃

n∈NVn.
此外, 任取 xn ∈ Vn \ (

⋃n−1
i=1 Vi), 我们证明无限集 {xn : n ∈N} 没有聚点,

从而 X 不是聚点紧的.
事实上, 若 x 是 {xn : n ∈N} 的一个聚点, 由 (T1) 公理, x 的任意邻域应

包含无限个 xn. (否则, 若 x 有个邻域 U 只包含有限个 xn, 先假设 x 和 xn

都不同, 则这有限个 xn 的集合是闭集, 记为 V̄. 于是 U \ V̄ 是开集, 且包含
x, 而其中再没有 xn 的点, 与聚点定义矛盾. 又若 x 和某个 xn 相同, 则去掉
相同的点后照前论证即可.)

由 X =
⋃

n∈NVn 知存在正整数 N 使 x ∈VN. 由上一段, Vn 中包含无限

个 xn. 另一方面, 由 {xn} 的取法, VN∩{xN+1,xN+2, · · · } = ∅, 即 Vn 中至多有

限个 xn. 这就得到矛盾. 2

13.4 可数紧与伪紧的关系

引理 1. 可数紧空间的连续像是可数紧的.

证明方法与紧性情形类似, 作为习题.
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定理 5. 可数紧空间是伪紧的.

证明. 由上面引理, 可数紧空间上的任一连续函数的像集在 R 中是可数紧
的. 设 Y 是 R 的可数紧子集, 则 {(−n,n)}n∈N 是 Y 的可数开覆盖. 它有有
限子覆盖, 从而存在 N 使得 Y ⊂ (−N,N). 于是 Y 必然有界. 2

定理 6. 伪紧的正规豪斯多夫空间是可数紧的.

证明. 1. 设 X 是伪紧的正规豪斯多夫空间. 注意 X 满足第一分离公理, 所
以其可数紧性与聚点紧性等价. 如果 X 不是可数紧的, 则它也不是聚点紧
的. 所以存在 X 的可数无限子集 A = {xn}n∈N, 使得 A 没有聚点. 于是 A 的

每个子集 B 都没有聚点. 由于 Cl(B) 由 B 和 B 的聚点构成, 所以 B 是闭集.
从而 A 作为子空间是离散的.

2. 作函数 f : A→R, f (xn) = n. 由 A 是带离散拓扑的闭集, 这是一个连
续函数. 由于 X是正规空间,根据 Tietze扩张定理,存在连续函数 g : X→R
使得 g|A = f . 显然 g 是无界的, 这与 X 伪紧矛盾. 2

几种紧性的关系见图 13.1.
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图 13.1: 各类紧性之间的关系.
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13.5 仿紧

定义 5 (加细). 设 U 和 V 是 X 的覆盖, 如果对任意 V ∈V, 存在 U ∈U 使
得 V ⊂U, 则称 V 是 U 的加细.

定义 6 (仿紧). 设 X 是豪斯多夫空间. 如果它的任意开覆盖都有局部有限的
加细, 则称 X 是仿紧空间.

仿紧性的重要应用之一是如下 Smirnov 度量化定理.

定理 7 (Smirnov 度量化定理). 空间 X 可度量化当且仅当 X 是可局部度量

化的仿紧空间.

这里局部度量化是指每点都有一个邻域在子空间拓扑之下可度量化.
另外, 成立如下在微分流形中具有重要应用的单位分解定理.

定理 8 (单位分解定理). 设 X 是仿紧空间, {Uα}α∈J 是 X 的一个加标开覆盖.
那么存在一个加标的连续函数族

φα : X→ [0,1],

使得

1) 对每个 α, φα 的支集在 Uα 中;

2) 加标族 {suppφα}α 是局部有限的;

3) 对每个 x, 有
∑
αφα(x) = 1.

以上及下列定理的证明可见 [8, 第 41, 42 节].

定理 9. 仿紧空间的闭子空间是仿紧的; 可度量化空间是仿紧的; 每一个满
足 (T1) 公理的正则的 Lindelöf 空间是仿紧的.

定理 10. 仿紧空间是正规豪斯多夫空间.



第十四讲 度量空间中的紧性

度量空间是最常用的拓扑空间, 其中紧集的判定及性质在数学其它学
科中应用十分广泛, 所以我们在这一讲作一介绍.

14.1 度量空间中各类紧性的等价性

1. Lebesgue 数引理

定义 1 (直径). 设 A 是度量空间 (X,d) 的子集, 称 diam(A) = sup{d(x, y) :

x, y ∈ A} 为 A 的直径.

定理 1 (Lebesgue 覆盖引理). 设 A 是度量空间 (X,d) 的一个开覆盖. 若 X

是列紧的, 则存在 δ > 0 使得 X 的任意的直径小于 δ 的子集都包含在 A 的
某一元素中. δ 称为 A 的 Lebesgue 数.

证明. 1. 反证法. 假设不存在满足如下条件的 δ: X 的任意直径小于 δ 的子

集都包含在 A 的某个元素中, 然后推出矛盾.
2. 由反证假设, 对于任意 n ∈N, X 中存在直径小于 1/n 的子集 Cn,

它不包含于 A 的任意元素. 对于每一个 n, 选取一个 xn ∈ Cn, 得到一个序
列 {xn}. 由列紧性, {xn} 有个子列 {xni} 收敛到一点 a ∈ X. 由于 A 是 X

的开覆盖, a 应当包含在 A 的某个元素 A 中. 由于 A 是开集, 存在 ε > 0

使得 B(a,ε) ⊂ A. 只要 i 充分大, 就有 1/ni < ε/2, 于是 Cni ⊂ B(xni ,1/ni) ⊂
B(xni ,ε/2). 当 i 充分大时, 由于 xni 收敛到 a, d(xni ,a) < ε/2, 从而 Cni ⊂
B(a,ε) ⊂ A. 这与假设矛盾! 2
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2. 完全有界

定义 2 (ε-网和完全有界). 设 F = {x1, · · · ,xn} 是度量空间 X 的有限子集. 如
果

X ⊂
n⋃

i=1

B(xi,ε),

则称 F 是 X 的一个 ε-网 (ε > 0). 如果对任意 ε > 0, X 均存在 ε-网, 则称 X

是完全有界的.

引理 1. 序列紧的度量空间是完全有界的.

证明. 设度量空间 X 不是完全有界的, 即存在 ε > 0 使得 X 无 ε- 网. 任取
x1 ∈ X, 因 {x1} 不是 ε-网, 故存在 x2 ∈ X, 使得 d(x1,x2) ≥ ε. {x1,x2} 也不是
ε-网, 所以存在 x3 ∈ X, 使得 d(x3,x1) ≥ ε, d(x3,x2) ≥ ε. 如此继续, 可得序列
{xn}, 使得当 i , j 时 d(xi,x j) ≥ ε. 显然 {xn} 无收敛的子序列, X 也不是列紧

的. 2

3. 度量空间中紧性等价

定理 2. 序列紧的度量空间是紧空间.

证明. 设 C 是序列紧的度量空间 X 的一个开覆盖, ε 是其 Lebesgue 数. X

又是完全有界的, 故存在 ε-网 {x1, · · · ,xn}. 由 Lebesgue 覆盖引理, 对任意 i,
B(xi,ε) 包含于 C 的某个开集, 不妨记为 Ci. 于是 {Ci : i = 1, · · · ,n} 是 C 的有
限子覆盖, 即证 X 是紧的. 2

度量空间满足第一可数公理和 (T1) 公理, 并且也是正规豪斯多夫空间,
所以由上一讲的定理, 可得如下结论.

定理 3. 对于度量空间, 如下条件等价:

• X 是紧的;

• X 是伪紧的;
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• X 是序列紧的;

• X 是可数紧的;

• X 是聚点紧的.

14.2 紧度量空间的刻画

定义 3 (完备性). 设 (X,d) 是度量空间, {xn}∞n=1 是 X 中的序列. 如果对任意
ε > 0, 存在正整数 N, 使得当 m,n ≥N 时

d(xm,xn) ≤ ε,

则称 {xn} 是 X 中的 Cauchy 列. 如果 X 的任意 Cauchy 列都收敛, 则称 X

是完备度量空间.

任何度量空间都可以完备化: 存在一个完备度量空间 (Y,D) 及等距嵌

入 h : X→ Y. h(X) 在 Y 中的闭包是一个完备度量空间, 称作 X 的完备化.
在等距同构意义下, 完备化还是唯一的. 细节可见 [8, 43 节].

定理 4. 度量空间是紧空间的充要条件是: 它是完全有界的完备空间.

证明. 必要性. 设 (X,d) 是紧度量空间. 由 X 序列紧, 可知它完全有界. 再
证 X 完备. 设 {xn} 是 X 的 Cauchy 列, 则对任意 ε > 0, 存在正整数 N1 > 0

使得当 m,n ≥N1 时

d(xm,xn) ≤ ε
2
.

因为 X 是序列紧的, {xn} 有收敛到某个 x ∈ X 的子序列 {xni}. 于是存在 N2

使得当 ni0 ≥N2 时

d(xn0 ,x) ≤ ε
2
.

这样, 当 n ≥max{N1,N2} 时,

d(xn,x) ≤ d(xn0 ,xn)+d(xn0 ,x) ≤ ε,
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从而 xn 收敛到 x, 即 X 是完备的.
充分性. 设 (X,d) 是完全有界的完备度量空间. 我们证明 X 是序列紧

的. 为此, 对 X 的任意序列 {xn}, 构造其子列是 Cauchy 列. 于是由 X 的完

备性知这个序列收敛, 从而 X 列紧.
首先, 由 X 的完全有界性, X 被有限个半径为 1 的开球所覆盖, 其中至

少有一个球包含无限个 xn: 即存在半径为 1 的球 B1 及无限指标集 J1 ⊂N
使得

{xn : n ∈ J1} ⊂ B1.

一般地, 设已取定 Jk (k ≥ 1), 则存在半径为 1
k+1 的球 Bk+1 和无限指标集

Jk+1 ⊂ Jk, {xn : n ∈ Jk+1} ⊂ Bk+1.
其次, 取 n1 ∈ J1. 对 k ≥ 1, 设 nk 已取定, 则取 nk+1 ∈ Jk+1 且 nk+1 > nk.

这时, 对 i, j ≥ k, 有 ni,n j ∈ Jk. 于是 xni ,xn j ∈ Bk, 即 d(xni ,xn j) ≤ 2/k. 从而
{xnk} 是 Cauchy 列. 2
最后, 我们特别注意完全有界和完备性等都不是拓扑性质.

14.3 Ascoli-Arzela 引理

定义 4 (致密集). 称度量空间 X 的一个子集 A 是致密集, 如果 A 中任意无

限点列都有在 X 中收敛的子列.

致密性概念的好处是将 Cauchy 子列的存在性 (紧性) 与极限的存在性
(完备性) 作了分离, 便于在分析学中应用.

定理 5 (致密性与紧性). 设 X 是完备度量空间. 则: 1) 子集 A 是致密集当

且仅当 A 的闭包是 X 的一个紧子集; 2) A 是致密集当且仅当 A 是完全有

界的.

证明. 1. 充分性. 利用度量空间中紧性等价于序列紧性. 必要性. 设 {xk} 是
Cl(A)中点列. 置 yk = xk, 如果 xk ∈A; 否则, xk 是 A的聚点, 可取 yk ∈A使

得 d(xk, yk) < 1/k. 由 {yk} 的致密性得到收敛子列 {ykl}, 由 X 的完备性, 设



14.3 ASCOLI-ARZELA 引理 97

它收敛到 y, 那么 y ∈ Cl(A). 不难证明 {xkl} 当 k→∞ 时也收敛到 y. 所以
Cl(A) 序列紧.

2. 必要性: 与引理 1 的证明相同. 充分性: 与定理 4 充分性的证明相
同. 2

例 1. A ⊂Rn 是致密集当且仅当它是有界集.

下面介绍连续函数空间中致密集的刻画. 这在微分方程, 复变函数等分
析课程中常常用到.

考虑有界闭区间 [a,b] 上的连续函数全体构成的线性空间 C([a,b]). 赋
予范数 ∥∥∥ f

∥∥∥ = max
x∈[a,b]

| f (x)|,

则 C([a,b]) 就是个赋范线性空间. 它还是完备的, 因为函数列按该范数收敛
等价于一致收敛, 而数学分析中已证明了连续函数列一致收敛的极限还是
连续函数. (参见第四讲定理 9.) 所以 C([a,b]) 是个 Banach 空间.

定义 5 (有界). 称子集 A ⊂ C[a,b] 是有界的, 如果存在常数 M > 0 使得对任

意 f ∈ A 和任意 x ∈ [a,b] 都成立 | f (x)| ≤M.

定义 6 (等度连续). 称子集 A ⊂ C([a,b]) 是等度连续的, 如果对任意 ε > 0,
存在常数 δ > 0 使得对任意 f ∈ A 和任意 x, y ∈ [a,b], |x− y| < δ, 都成立
| f (x)− f (y)| ≤ ε.

定理 6 (Ascoli-Arzela 引理). C([a,b]) 的子集是致密集的充分必要条件是它

是等度连续的有界集.

证明. 由定理 5 和 C([a,b]) 的完备性, A 是 C([a,b]) 的致密子集当且仅当 A

是完全有界的.
1. 必要性. 注意完全有界集必是有界集, 只需再证完全有界蕴含等度连

续. 事实上, 对任意 ε > 0, 由 A 是完全有界的, 存在一个 ε-网 f1, f2, · · · , fn.
对每个 fk, 由 Cantor 定理 (一致连续性)(参见本讲习题 3), 存在 δk 使得当

x, y ∈ [a,b], |x− y| < δk 时 | fk(x)− fk(y)| < ε. 取 δ =min{δ1, · · · ,δn}.
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2. 对任意 f ∈ A, 存在 k 使得 f ∈ B( fk,ε). 那么当 x, y ∈ [a,b], |x− y| < δ
时, 就成立

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− fk(x)|+ | fk(x)− fk(y)|+ | fk(y)− f (y)| ≤ 3ε.

这就证明了等度连续性.
3. 充分性. 我们要证明 A 是完全有界的. 对任意给定的 ε > 0, 根据等

度连续性, 存在常数 δ > 0 使得对 [a,b] 中的点 x, y, 只要 |x− y| < δ, 则对 A

中每个 f , 都成立
| f (x)− f (y)| < ε

3
.

对这个确定的 δ, 由 [a,b] 的紧性, 存在一个 δ-网 x1, · · · ,xn. 因为 A 是

有界集, 所以存在 M 使得对每个 f ∈ A,
∥∥∥ f
∥∥∥ ≤M. 于是点集

Ã = {P f ≜ ( f (x1), f (x2), · · · f (xn)) : f ∈ A}

是 Rn 中的一个有界集,从而也是 Rn 中的致密集,所以是完全有界的. 于是
存在 f1, · · · , fk ∈ A 使得

P fν = ( fν(x1), fν(x2), · · · , fν(xn)), ν = 1,2, · · · ,k

是 Ã 的一个 ε
3 -网.

4. 下面证明 f1, · · · , fk 是 A 的 ε-网. 事实上, 任取 f ∈ A, 由 P f =

( f (x1), f (x2), · · · f (xn)) ∈ Ã, 存在 ν 使得 |P fν −P f | < ε
3 . 特别的, 成立

| fν(xk)− f (xk)| < ε
3
, k = 1, · · · ,n.

对 [a,b] 中点 x, 设 x ∈ B(xk,δ), 那么

| f (x)− fν(x)| ≤ | f (x)− f (xk)|+ | f (xk)− fν(xk)|+ | fν(xk)− fν(x)| < ε.

(第一项和第三项用等度连续性.) 这就表明 f ∈ B( fν,ε), 即证明了完全有界
性. 2

不难检验, 上述定义和定理中的 [a,b] 换作 Rn 中的紧子集或紧度量空

间时, 定理结论仍然成立.
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习题 1. 考虑定义在 [0,1] 上的所有连续函数构成的空间 C([0,1]), 在其上定
义度量

d( f , g) =max{| f (x)− g(x)| : x ∈ [0,1]}.

证明这个空间不紧致.
习题 2. 证明紧致度量空间可分.
习题 3.[一致连续性] 设 X = (X,d) 和 Y = (Y,d′) 是度量空间, f : X→ Y 是

映射. 如果对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得当 x1,x2 ∈ X, d(x1,x2) < δ 时,
有 d′( f (x1), f (x2)) < ε, 则称 f 是一致连续的. 证明: 若 X 是紧度量空间,
f : X→ Y 连续, 则 f 一致连续.
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第十五讲 同伦

和同胚一样, 同伦是拓扑学的基本概念之一, 有着许多重要的应用. 本
讲涉及的内容也是代数拓扑学的基础.

15.1 映射的同伦

1. 定义

设 X 和 Y 是两个拓扑空间. 所谓两个连续映射 f , g : X→ Y 是同伦的,
是指可以在 Y 中将 f 连续地形变成 g.

定义 1 (映射同伦). 设 f , g : X→ Y 是连续映射, I = [0,1] 是 R 的拓扑子空

间. 如果存在连续映射 H : X× I→ Y, 使得对任意 x ∈X, 成立 H(x,0) = f (x),
H(x,1) = g(x), 则称 f 和 g 是同伦的映射, 记作 f ⋍ g : X→ Y. H 称作连接

f 和 g 的一个同伦, 记作 H : f ⋍ g.

例 1. 设 X = {O}是只含有一个点的空间 (单点空间), 则拓扑空间 Y 是道路

连通的充分必要条件是 X 到 Y 的任意两个映射都同伦.

同伦实际上给出了对 X→ Y 的所有连续映射的集合 C(X,Y) 作划分的

一个标准, 即同伦是一个等价关系. 与常值映射同伦的连续映射称作是零伦
的.

定理 1. 设 f , g,h ∈ C(X,Y), 则

101
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1) f ⋍ f ;

2) 若 f ⋍ g, 则 g ⋍ f ;

3) 若 f ⋍ g, g ⋍ h, 则 f ⋍ h.

证明. 1. 作同伦 H(x, t) = f (x).
2. 设 H : f ⋍ g, 则 H(x,1− t) 就是连接 g 和 f 的同伦.
3. 设 H1 : f ⋍ g, H2 : g ⋍ h, 则

H(x, t) =

H1(x,2t), t ∈ [0, 1
2 ],

H2(x,2(t− 1
2 )), t ∈ [1

2 ,1]

就是连接 f 和 h 的同伦. 这里 H 的连续性是用了第四讲中的粘接引理 (定
理 7). 2

2. 同伦的判定

判定两个连续映射是否同伦是拓扑学中的重要课题之一. 下一讲我们
将介绍单位圆周 S1 到自身的连续映射的同伦分类. 下面先介绍如下简单的
结果.

例 2 (直线同伦). 设 Y 是实赋范线性空间, f , g : X→ Y 是连续映射. 若对
任意 x ∈ X, f (x) 和 g(x) 可在 Y 中用直线连接, 那么 f ⋍ g.

证明. 作同伦 H(x, t) = (1− t) f (x)+ tg(x). (由 Y 中加法和数乘运算的连续性,
可知 H 是连续的.) 2

定理 2 (同伦的映射的复合是同伦的). 设 X,Y,Z是拓扑空间,若 f ⋍ f ′ : X→
Y, g ⋍ g′ : Y→ Z, 则 g◦ f ⋍ g′ ◦ f ′ : X→ Z.

证明. 设 H1 : f ⋍ f ′, H2 : g ⋍ g′, 则不难验证 H(x, t) = H2(H1(x, t), t) 就是连

接 g f 和 g′ f ′ 的同伦. 2
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15.2 拓扑空间的同伦等价

利用同伦可以给出拓扑空间的不同于同胚等价的一种分类, 这在代数
拓扑中是很重要的.

1. 拓扑空间同伦等价的定义

定义 2 (同伦等价). 设 X 和 Y 是拓扑空间, f : X→ Y 是连续映射. 如果存
在连续映射 g : Y→X 使得 g f ⋍ 1X : X→X 且 f g ⋍ 1Y : Y→ Y, 其中 1X 和

1Y 分别是 X 和 Y 上的恒等映射, 则称 X 和 Y 是同伦等价的, 或具有相同
伦型, 记作 X ⋍ Y. 映射 f 称作同伦等价, 而 g 叫作 f 的同伦逆.

例 3. Rn 和 In, 以及单点空间具有相同伦型.

证明. 设 X = {x} 是单点空间. 任作 f : X→ In, 以及常值映射 g : In→ X. 那
么 g f = 1X, 而 f g(y) = a, 其中 f (x) = a 是 In 中固定一点. 所以只需证明 In

中恒等映射与常值映射同伦. 为此, 作直线同伦 H(y, t) = (1− t)y+ ta 即可.
这就证明了 X ⋍ In. 类似可证 X ⋍Rn. 2

定理 3. 同伦等价是拓扑空间族中的一个等价关系.

证明. 显然任一拓扑空间 X 与自己同伦等价. 设 X ⋍ Y, 而 f 是同伦等价,
g 是其同伦逆, 则 g 就是 Y 到 X 的同伦等价, 所以 Y ⋍ X. 最后, 设 X ⋍ Y,
Y ⋍ Z, 而 f1 和 f2 分别是同伦等价, 则 f2 f1 就是 X 到 Z 的同伦等价, 即
X ⋍ Z. 2

2. 同伦等价与同胚等价的关系

根据定义, 拓扑等价的拓扑空间必定同伦等价. 但是反之并不成立.

例 4. 取 X = S1 ⊂ R2 是标准圆周, Y = S1 ∪ L 是带把的标准圆周, 其中
L = {(t,0) ∈R2 : 1 ≤ t ≤ 2} 是线段. 则 X ⋍ Y 但并不拓扑等价.
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证明. X和 Y不同胚,是因为挖去 P= (0,1)点后, X\{P}是连通的,而 Y\{P}
不连通.

作映射 f : X→ Y 和 g : Y→ X 如下:

f (x) = x, x ∈ X,

g(y) =

y, y ∈ S1,

(1,0), y ∈ L.

显然 f 和 g 都连续, 且 g f = 1X. 又

h(y) ≜ ( f g)(y) =

y, y ∈ S1,

(1,0), y ∈ L,

可以构造直线同伦 H : Y× [0,1]→ Y,H(y, t) = (1− t)h(y)+ ty. (注意验证
H(y, t) ∈ Y 确实成立.) 所以 f g ⋍ 1Y. 这就证明了 X ⋍ Y. 2

所以拓扑空间按同伦分类要比按同胚分类 “粗”. 伦型相同的拓扑空间
共有的性质称作伦型不变性, 它一定是拓扑性质, 但反之未必. 例如紧性就
不是伦型不变性 (回忆 Rn 和 In 同伦等价). 同伦等价概念的重要性在于代
数拓扑所引入的不变量实际上都是伦型不变量.

15.3 可缩空间

定义 3 (可缩空间). 和单点空间具有相同伦型的拓扑空间称作可缩空间.

显然可缩空间是从同伦角度而言最简单的空间.

定理 4. 拓扑空间 X 是可缩空间的充分必要条件是恒等映射 1X : X→ X 零

伦 (即与常值映射同伦).

证明. 设 P 是单点空间, 其中的点也记作 P.
必要性. 设 X 可缩, 则有同伦等价 f : X→ P 及其同伦逆 g : P→ X. 显

然 g f : X→ X 是常值映射. 于是 1X ⋍ g f : X→ X 表明 1X 是零伦的.
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充分性. 设 1X ⋍ c : X → X, 其中 c 是常值映射. 对任意 x ∈ X, 记
c(x) = x0 ∈ X. 令 f : X→ P, g : P→ X 为

f (x) = P, g(P) = x0,

则 g f = c ⋍ 1X : X→ X, f g = 1P : P→ P, 即 f 是同伦等价, 所以 X ⋍ P. 2
Rn 中凸子集都是可缩的. 但是 Sn 并不可缩 (需要用代数拓扑中的同调

论证明).

15.4 形变收缩核

形变收缩核的概念有时有助于我们寻找一个与给定空间同伦等价的较

简单的空间.

定义 4 (收缩核). 设 X 是拓扑空间, A ⊂X, 如果存在连续映射 r : X→A, 使
得 r|A = 1A : A→ A, 则称 A 是 X 的收缩核, r 称为收缩映射.

例 5. 不存在 [0,1] 到 {0,1} 的收缩.

这是因为收缩映射是连续的, 所以由 [0,1] 的连续性, 它的像集必须连
通.

定义 5 (形变收缩核). 如果存在收缩映射 r : X→A,使得 ir ⋍ 1X : X→X,其
中 i : A→ X 是包含映射, 则称 A 为 X 的形变收缩核, 连接 ir 和 1X 的同伦

称为收缩形变.

定义 6 (强形变收缩核). 设 A 是 X 的形变收缩核, H : X× I→ X 是收缩形

变. 如果对每个 x ∈ A 和 t ∈ I 都有 H(x, t) = x, 则称 A 为 X 的强形变收缩

核.

根据上述定义, 形变收缩核 A 与 X 同伦等价, 即 X 可以连续地形变为

A; 而 A 是强形变收缩核是指在形变过程中 A 还保持不动.

例 6. 圆周 S1 是平环 A = {x ∈R2 : 1 ≤ |x| ≤ 2} 的强形变收缩核.
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证明. 取收缩映射 r : A→ S1 和收缩形变 H : A× I→ A 为

r(x) =
x
|x| , x ∈ A,

H(x, t) = tx+ (1− t)
x
|x| , x ∈ A, t ∈ I.

2

类似可证 Dn(n 维闭单位球体) 是 Rn 的强形变收缩核, Sn 是 Rn+1 \ {0}
的强形变收缩核.
习题 1. 记 p = (−1,0), q = (1,0), C1 = {x ∈ R2 : |x− q| = 1}, C−1 = {x ∈ R2 :

|x− p| = 1}. R2 的拓扑子空间 C−1∪C1 称作 8 字形空间, 记作 S1∨S1. 则
S1∨S1 是 R2 \ {p,q} 的强形变收缩核.
习题 2. 设 f , g : X→ Sn 是连续映射, f (x) 和 g(x) 恒不成为对径点, 即不存
在 x ∈ X 使得 f (x) = −g(x). 证明: f 和 g 同伦.
习题 3. 设 f : X→ Sn 是非满的连续映射. 证明: f 零伦.
习题 4. 设 f : Sn→ X (n ≥ 1) 是连续映射. 证明下列陈述等价:

1) f 零伦;

2) f 可扩张成连续映射 f̄ : Dn+1→ X;

3) f 相对于 1̄ ∈ Sn 零伦, 其中 1̄ = (1,0, · · · ,0).

习题 5. 证明可缩空间必道路连通.
习题 6. 证明可缩空间的收缩核是可缩空间.
习题 7. 证明: 豪斯多夫空间的收缩核必是闭子集.



第十六讲 圆函数的同伦分类及其

应用 单连通性

我们介绍圆函数的同伦分类及其应用, 以及单连通性. 这部分内容实际
上和代数拓扑中 (圆周的) 基本群及覆盖空间理论密切相关.

16.1 圆函数的同伦分类

圆周 S1 到自身的连续映射称作圆函数. 设 θ是圆周上点与 x轴正方向

的夹角 (即复平面圆周上点对应的幅角), 我们用 θ 表示圆周上点. 如果 θ1

与 θ2 相差 2π 的整数倍, 那么它们代表圆周上同一点.
考虑圆函数 f : S1→ S1,φ = f (θ). 当 θ 在圆周上绕一圈之后, 像 φ 应

当在圆周上绕若干圈. 例如, 我们可以规定恒等映射 φ = θ 绕的圈数是 1,
而 φ = −θ 绕的圈数是 −1, 而常值映射的绕圈数是 0. 这个圈数就称作该圆
函数的度. 更一般地, 对 cn(θ) = nθ, 其度就是 n, n ∈Z. 当然, 一般的圆函
数可以非常复杂, 但我么有如下基本的同伦分类定理.

定理 1 (圆函数同伦分类和度). 对任一圆函数 f : S1→ S1, 存在唯一的整数
n, 使得 f 与 cn(θ) = nθ 同伦. 数 n 称作 f 的度, 记作 deg( f ).

该定理留在下一讲证明.
由于同伦是个等价关系, 所以由该定理, 我们知道两个圆函数同伦当且

仅当它们的度相同. 所以仅仅通过 “ 度” 这样一个简单的数字指标, 就可以
刻画圆函数的同伦分类了.

107
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习题 1. 设 F : S1× [a,b]→ S1 是连续映射. 对 r ∈ [a,b], 记 Fr : S1→ S1 是由

Fr(θ) = F(θ,r) 确定的圆函数. 那么 deg(Fr) 与 r 无关.

16.2 应用

1. 映射扩张

下面定理特别指出, 并不是任意圆函数都可以延拓为 D→ S1 的连续函

数. 与 Tietze扩张定理对比,我们发现映射像集的非平凡拓扑与映射扩张之
间有着微妙关系.

定理 2 (圆函数扩张定理). 圆函数 f : S1→ S1 可以延拓为圆盘 D 上的连续

函数 (即存在连续函数 F : D→ S1 使得对任意 x ∈ S1, 成立 F(x) = f (x))的充
分必要条件是 deg( f ) = 0.

证明. 我们将圆盘中点用极坐标 (r,θ) 表示.
必要性. 设 f 可以延拓成 F : D→ S1, 且 F 将原点映到 x0 ∈ S1. 定义

H(θ,r) = F(r,θ), 则 H(θ,r) : S1 × [0,1]→ S1 就是连接常值映射 F(0,θ) = x0

和 F(1,θ) = f (θ) 的同伦. 所以 deg( f ) = 0.

充分性. 设 deg( f ) = 0, 则存在一个同伦 H(θ,r) : S1 × [0,1]→ S1 使得

H(θ,1) = f (θ), H(θ,0) = θ0 ∈ [0,2π]. 所以可定义 F(r,θ) = H(θ,r) : D→ S1,
它就是 f 的一个连续延拓. 2
习题 2. 如果圆函数 f 的度不是零, 则 f 必是满射.

2. 二维非收缩定理

定理 3 ( 二维非收缩定理). 从圆盘 D 到它的边界 S1 的收缩不存在.

证明. 反证法. 设存在连续映射 r : D→ S1 使得 r(θ) = θ, 对 θ ∈ S1 都成立.
那么 r 可看作 S1 上恒等映射到 D→ S1 的一个延拓. 注意恒等映射的度是
1, 这与定理 1 矛盾. 2
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习题 3. 证明 R2 到 S1 的收缩不存在.
请将二维非收缩定理与下面结果做对比. 注意弧和圆周的拓扑是不一

样的.

定理 4. 设 D 是圆盘, 并设 A ⊂D 是一条弧. 那么 A 是 D 的一个收缩核.

证明. 由于 A 是一条弧, 所以存在到 A 上的一个嵌入映射 f : [−1,1]→ D.
由于 [−1,1] 是紧集, 所以 A 是紧集. 又 D 是豪斯多夫空间, 所以 A 是闭集.
根据 Tieze扩张定理,函数 f−1 : A→ [−1,1]有一个连续延拓 g : D→ [−1,1].
函数 f g : D→ A 就是从 D 到 A 的一个收缩. 2

3. 二维 Brouwer 不动点定理

定理 5 (二维 Brouwer不动点定理). 把圆盘 D映到自身的连续映射 f : D→
D 都至少有一个不动点. 即 D 具有不动点性质.

该定理其实对任意维数的闭单位球体都成立. 它是如下 (可推广到高维
的) 定理的推论.

定理 6 (非收缩与不动点). 圆盘 D 作为 R2 的子空间, 具有不动点性质的充
分必要条件是不存在 D 到它的边界 S1 的收缩.

证明. 1. 假定存在一个收缩 r : D→ S1, 考虑由 q(x) = −x 定义的映射

q : S1→D, 则函数 q◦ r : D→D 是连续的, 且没有不动点. 必要性得证.
2. 假定连续函数 f : D→ D 没有不动点, 我们证明存在一个收缩 r :

D→ S1. 定义 r 如下: 在 R2 中作从 f (x) 出发连接 x 的射线, 此射线与 S1

的交点就是 r(x). 显然 r(x) 有定义, 而且 r 把 D 映到 S1, 且对 x ∈ S1, 成立
r(x) = x.

3. 下面只需再证 r 连续. 设 U ⊂ S1 是开集, 且 x ∈ r−1(U). 那么只要证
明存在包含 x 的开集 V ⊂D 使得 r(V) ⊂U.

为此, 可分别选取中心在 f (x) 和 x 的小开球 O1,O2, 使得以 O1 中点为

起点, 经过 O2 中点的射线与 U 相交. 由 f 的连续性, 可以找到一个包含 x
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的且包含在 O2 内的开集 V, 使得 f (V) ⊂ O1. 由此, 对任一 v ∈ V, 以 f (v)

为起点经过 v 的射线与 U 相交. 所以 r(V) ⊂U. 所以 r 连续. 2

4. 代数基本定理的拓扑证明

定理 7 (代数基本定理). 设 ak ∈C,k= 0,1, · · · ,n且 an , 0. 则多项式
∑n

k=0 akzk

至少有一个复数根.

证明. 1. 通过将 z 换成 cz, 且取 |c| 充分大, 可将方程
∑n

k=1 akzk = 0 化作

F(z) = zn+

n−1∑
k=0

bkzk = 0,

其中系数满足
∑n−1

k=0 |bk| < 1.
2. 用反证法. 设 F : C→ C 没有零点. 作函数 G(z) = F(z)

|F(z)| , 则 G :D ⊂
C→ S1 是连续函数. 特别地, 它在 S1 上的限制 g(z) = F(z)

|F(z)| ,z ∈ S1 是圆函数.
于是 deg(g) = 0.

3. 另一方面, 我们证明 g(z) 与 cn(z) = zn 同伦, 所以 deg(g) = n, 导致

矛盾.
事实上, 对 t ∈ [0,1] 和 z ∈ S1, 利用∣∣∣∣∣∣∣zn+ t

n−1∑
k=0

zk

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ |z|n− t

∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

zk

∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 1− t
n−1∑
k=0

|bk| ≥ 1−
n−1∑
k=0

|bk| > 0,

可以构造同伦

H(z, t) =
zn+ t

∑n−1
k=0 zk

|zn+ t
∑n−1

k=0 zk|
,

则 H(z,0) = zn, H(z,1) = g(z). 注意 H : S1× [0,1]→ S1 确实是连续映射. 2

16.3 单连通性

我们已用连通性证明了 R1 和 Rn (n ≥ 2) 不同胚. 那么怎么证明 R2 与

R3 不同胚呢? 这就需要用到我们在数学分析, 复变函数等课程中多次用到
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的单连通性.

1. 定义

定义 1 (单连通). 一个道路连通的拓扑空间称作单连通的, 如果任意连续映
射 f : S1→ X 是零伦的 (与常值映射同伦).

直观地说, 单连通集就是其中闭合曲线可以在该集合中连续地收缩成
该集合中的一个点. 利用直线同伦, 容易知道 Rn(n ≥ 2) 都是单连通的.
习题 4. 证明单连通是一种伦型不变性, 从而也是拓扑性质.

2. 非单连通集

定理 8. 圆周 S1 不是单连通的.

由圆函数同伦分类定理, 这是显然的.

例 1. R2 \ {O} 不是单连通的.

证明. R2 \ {O} 的强形变收缩核是 S1, 所以与 S1 同伦, 从而也不是单连通
的. 2

3. 单连通集

定理 9. 对于任意一点 a ∈R3, 子空间 R3 \ {a} 是单连通的.

证明. 我们要证明: 如果 f : S1→R3 \ {a} 是连续映射, 则它与一个常值映射
同伦. 证明思路是先说明 f 与一个分段直线映射同伦, 后者再通过直线同伦
与一个常值映射同伦.

1. 以直代曲. 由于 S1 是紧集, 所以 f (S1) 也是紧集, 因而是闭集. 由于
a < f (S1), 所以 d(a,S1) > 0. 于是存在 ε > 0, 使得中心在 a, 半径为 ε 的球

与 S1 不相交. 由于 f (S1) 的紧性, 不难找到有限个半径为 ε/2 的开球覆盖

f (S1). 注意这些开球都不包含 a.
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2. 考虑这些开球在 f 下的原像, 结果得到 S1 的有限个开覆盖. 根据覆
盖的 Lebesgue 数引理 (第 14 讲定理 1), 存在

0 = θ0 < θ1 < θ2 < · · · < θm = 2π

来分割 S1, 使得对于任意 i = 0,1, · · · ,m− 1, 区间 [θi,θi+1] 包含在 S1 的上

述开覆盖中的一个开集之内. 因此, 集合 f ([θi,θi+1]) 包含在前述的某个覆

盖 f (S1) 的开球之内. 我们把这个开球记作 Bi. 记 Si 是 R3 中连接 f (θi) 与

f (θi+1) 的线段 (注意这也可能是一个点), 则由球的凸性, Si 也落在 Bi 内.
我们把 Bi 内每个曲线 f ([θi,θi+1]) 通过直线同伦变形为 Si. 由于每个 Bi 都

不包含 a, 所以由此同伦, f (S1) 在 R3 \ {a} 中变形为一条由线段组成的闭曲
线 P, 其节点为 si = f (θi) (i = 0,1, · · · ,m).

3. 对任一 i = 0,1, · · · ,m− 1, 设 Ai 是通过 a,si,si+1 的平面 (或是通过
a,si,si+1 的直线, 如果它们共线). 显然这有限个平面 (直线)Ai 的并仍是 R3

的真子集. 所以可取 β ∈R3, 使得 β 不落于任一平面 Ai 内. 于是, a 不位于

以 β,si,si+1 为顶点的三角形 Ti 内 (这三角形也可能退化为线段).
4. 在三角形 Ti 内可以把每条线段 Si 直线同伦变形为点 β. 于是我们

得知闭曲线 P 可以在 R3 \ {a} 内同伦到点 β. 证毕. 2

定理 10. R2 和 R3 同伦, 但不同胚.

证明. R2和 R3都是可缩的，故同伦. 假设他们还同胚,则 R2 \{0}和 R3 \{a}
和同胚, 从而同伦, 这与单连通是伦型不变性矛盾. 2

注意, 两个同胚的空间挖掉对应的点后还是同胚的; 但两个同伦的空间
挖掉对应的两个点后未必同伦.

16.4 Jordan 曲线定理

在常微分方程讨论平面上向量场时, 以及复变函数课程中, 常要用到如
下 Jordan 曲线定理.
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定理 11 (Jordan 曲线定理). 设 S 是 R2 中的一条简单闭曲线, 那么 R2 \S

由两个 (道路连通) 分支组成, 且 S 是每一分支的边界.

这里所谓简单闭曲线就是同胚与单位圆周 S1 的拓扑空间. 该定理利用
我们前面的准备知识就可以证明了, 细节可见 [6] 第 11.2 节 (231-235 页).

习题 5. 证明单连通空间的收缩核也是单连通的.
习题 6. 证明单连通空间的乘积拓扑空间是单连通的.
习题 7. 证明: X×Y 是单连通的, 当且仅当 X,Y 都是单连通的.
习题 8. 证明: 拓扑空间 X 是单连通的, 当且仅当任一连续映射 f : S1→ X

都可以延拓为一个连续映射 F : D→ X, 其中 D 是平面上单位圆盘.
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第三部分

专题选讲
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第十七讲 圆函数同伦分类定理的

证明

我们要证明: 对任一圆函数 f : S1→ S1, 存在唯一的 n ∈Z, 使得 f 与

由 cn(eiθ) = einθ 定义的圆函数 cn : S1 → S1 同伦. 1证明的基本思想是所

谓覆盖空间方法, 即对商空间 S1 上的问题, 转化到原拓扑空间 R 去考虑.
例如, 由 f : S1 → S1 可以得到连续函数 f ∗ : [0,2π]→ R, 由 cn 可以得到

c∗n : [0,2π]→R,c∗n(θ) = nθ. 我们证明 f ∗ 可以直线同伦与 c∗n. 由此同伦就可
以得到圆函数间的同伦.

17.1 圆同伦

任一圆函数 f : S1 → S1 可以看作是满足 f (0) = f (2π) 的连续映射 f :

[0,2π]→ S1. 反之, 满足 f (0) = f (2π) 的连续映射 f : [0,2π]→ S1 也对应

唯一一个圆函数 f : S1 → S1. 所以我们也称满足 f (0) = f (2π) 的连续映射

f : [0,2π]→ S1 为圆函数.

定义 1 (圆同伦). 圆函数 f , g : [0,2π]→ S1 称作是圆同伦的, 如果存在一个
连接 f , g 的同伦 H : [0,2π]× [0,1]→ S1 使得对任意 t ∈ [0,1], 都有 H(0, t) =

H(2π, t). H 称作一个圆同伦.

圆同伦 H : [0,2π]× [0,1]→ S1 当然定义了一个以 S1 为定义域的圆函

1这个定理本质上就是说 S1 的基本群是整数群 Z.
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数之间的同伦 H : S1× [0,1]→ S1. 反之同伦 H : S1× [0,1]→ S1 也确定了一

个圆同伦.

17.2 映射的提升

考虑由 p(θ) = eiθ 确定的映射 p :R→ S1. 函数 p 把任一区间 [r,r+2π)

一一映成圆周, 而把 R 无限次卷绕成圆周. 这是一个典型的覆盖映射.
若把 p 限定在区间 (a,b) 上, 其中 b− a ≤ 2π, 所得映射 p|(a,b) 是到它的

像集的一个同胚. 对任意 r ∈ R, 设 qr 是同胚 p|(r,r+2π) 的逆. qr 把 S1 \ {eir}
同胚地映到区间 (r,r+2π).

定义 2 (提升). 设 f : X→ S1 是连续的映射. 如果连续函数 f ∗ : X→R 满足
条件 p◦ f ∗ = f , 则称 f ∗ 是 f 的一个提升.

R

p
��

X

f ∗
??��������

f
// S1

定理 1 (提升的存在性). 设 f : X→ S1 是连续的, 且 f (X) 是 S1 的一个真子

集. 此外还设 x0 ∈ X 且 r0 = p−1( f (x0)). 那么存在 f 的一个提升 f ∗ : X→R
使得 f ∗(x0) = r0.

证明. 存在 s ∈ S1 使得 s < f (X). 可取 r ∈ p−1(s), 使得 r0 ∈ (r,r+ 2π). 设 qr

是前述同胚,则 f ∗(x) = qr( f (x))就定义了 f 的一个提升 f ∗,且 f ∗(x0) = r0. 2

定理 2 (提升的唯一性). 设 f : X→ S1 是连续的, 且 X 是连通的. 如果
g,h : X→ R 是 f 的提升. 那么存在 n ∈ Z 使得对任意 x ∈ X, 都有 g(x)−
h(x) = 2πn. 特别地, 如果存在 x0 ∈ X 使得 g(x0) = h(x0), 则 g = h.

证明. 对任意 x ∈ X, 成立 p(g(x)) = f (x) = p(h(x)), 因而存在整数 nx 使得

g(x)− h(x) = 2πnx. 由 k(x) = g(x)− h(x) 定义连续函数 k : X→ R. k 的像集
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是 {2πnx : x ∈ X}, 而 X 是连通的, 所以此像集也必须是连通的, 即对任意
x, y ∈ X, 要成立 nx = ny = n. 于是存在 n ∈Z 使得 k(x) = 2πn. 2

17.3 圆函数的提升

定理 3 (圆函数的提升). 设 f : [0,2π]→ S1 是圆函数. 那么它存在一个提升
f ∗ : [0,2π]→R.

证明. 1. 设 U = S1 \ {1},V = S1 \ {−1}, 则 {U,V} 是 S1 的一个开覆盖, 所
以 { f−1(U), f−1(V)} 是 [0,2π] 的一个开覆盖. 所以根据覆盖的 Lebesgue 数
引理, 存在 [0,2π] 的一个划分 0 = θ0 < θ1 < θ2 < · · · < θm = 2π 使得对任意

j = 1, · · · ,m, [θ j−1,θ j] 包含在 f−1(U) 或 f−1(V) 之中. 对任意 [θ j−1,θ j], 限
制映射 f |[θ j−1,θ j] 不是满射, 于是由定理 1, 存在 f |[θ j−1,θ j] 的一个提升.

下面将这些提升做适当修改后缝合, 得到 f 的提升 f ∗.
2. 假定 g1 : [θ0,θ1]→ R 是 f |[θ0,θ1] 的一个提升. 注意到 p(g1(θ1)) =

f (θ1), 所以 g1(θ1) ∈ p−1({ f (θ1)}). 由定理 1, 存在 f |[θ1,θ2] 的一个提升 g2 :

[θ1,θ2]→ R 使得 g2(θ1) = g1(θ1). 利用连续映射的粘合引理, 可以粘合
g1, g2 得到 f |[θ0,θ2] 的一个提升 f ∗2 : [θ0,θ2]→R. 继续上述过程, 在第 m 步

后就得到 f 的提升 f ∗. 2
注意作为圆函数, f 满足 f (0) = f (2π), 但对其提升 f ∗, 下面将证明

f ∗(2π)− f ∗(0) 是 2π 的倍数, 而该倍数就是 f 的度数 deg( f ).

17.4 圆函数与标准旋转函数的同伦

设 cn : [0,2π]→ S1 是由 cn(θ) = einθ 定义的一个标准旋转函数. 它的一
个提升是 c∗n(θ) = nθ.

定理 4 (n 的存在性). 设 f 是一个圆函数, 则存在 n ∈Z 使得 f 是 cn 的圆

同伦.
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证明. 1. 设 f ∗是 f 的一个提升. 由于 f (0)= f (2π),得出 p( f ∗(0))= p( f ∗(2π)),
因而存在 n ∈Z 使得 f ∗(2π)− f ∗(0) = 2nπ.

2. 考虑由 H(θ, t) = (1− t) f ∗(θ)+ tnθ 定义的连接 f ∗ 与 c∗n(θ) = nθ 的直

线同伦 H : [0,2π]× [0,1]→R. 那么

G(θ, t) = p(H(θ, t))

定义了 f 与 cn 之间的一个圆同伦 G : [0,2π]× [0,1]→ S1.

事实上, 对任意 t ∈ [0,1], 成立 H(0, t) = (1 − t) f ∗(0), H(2π, t) = (1 −
t) f ∗(2π)+nt2π= (1− t)( f ∗(0)+2nπ)+ t2πn= (1− t) f ∗(0)+2πn.所以 G(0, t)=

G(2π, t), 即 G 确实是一个圆同伦.
3. 注意 G(θ,0) = p( f ∗(θ)) = f (θ), G(θ,1) = p(c∗n(θ)) = einθ, 所以 G 是 f

与 cn 间的同伦. 2

17.5 度的唯一性

定理 5 (同伦性的提升). 设 H : [0,2π]× [0,1]→ S1 是连续的. 那么它存在一
个提升 H∗ : [0,2π]× [0,1]→R.

证明. 这里与定理 3 的证明思路相同.
1. 设 U = S1 \ {1},V = S1 \ {−1}, 则 {H−1(U),H−1(V) 是 [0,2π]× [0,1] 的

一个开覆盖. 所以可以用

0 = θ0 < θ1 < · · · < θn = 2π, 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1

来剖分 [0,2π]× [0,1],使得每个矩形 Ri j = [θi−1,θi]× [t j−1, t j]包含于 H−1(U)

或 H−1(V) 二者之一. 由定理 1 可以得到限制在这些矩形上的 H 的一些提

升.
2. 设 G11 : R11 → R 是 H|R11 的一个提升. 也记 G11 为 H∗11. 注意它

满足 G11(θ1, t0) ∈ p−1(H(θ1, t0)). 再设 G21 : R21 → R 是满足 G21(θ1, t0) =

G11(θ1, t0) 的 H|R21 的一个提升. 下面证明 G21 和 G11 在整个 R11∩R21 上

相同, 于是可以粘合 G11 和 G21 得到 H 在 R11∪R21 上的提升 H∗21.
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3. 交集 R11∩R21 就是 S = {θ1}× [t0, t1]. G11|S 和 G21|S 都是 H|S 的提
升, 而且在 (θ1, t0) 点取值相同. 定理 2 表明 G11|S = G21|S. 所以 G21 和 G11

在整个 R11∩R21 上相同.
4. 这样通过有限步, 我们可以得到 H|[0,2π]×[0,t1] 的一个提升 H∗n1. 再考

虑 H 在 R12 等矩形上的提升, 利用定理 2, 通过适当调整, 可以用粘合引理
得到提升 H∗12. 由此再经过有限步得到 H∗nn, 就是所需 H 的提升. 2

定理 6 (度的唯一性). 如果 cn 和 cm 是圆同伦的, 则 n =m.

证明. 设 G : [0,2π]× [0,1]→ S1 是一个连接 G(θ,0) = cn 和 G(θ,1) = cm 的

圆同伦. 由上一定理, 它存在一个提升 G∗ : [0,2π]× [0,1]→ R. 由定义不难
知道 G∗(θ,0) 是 cn 的一个提升, 而 c∗n(θ) = nθ 也是 cn 的一个提升. 所以根
据定理 2, 存在 d ∈Z 使得对任意 θ ∈ [0,2π], 有 G∗(θ,0) = nθ+2πd. 所以

G∗(2π,0)−G∗(0,0) = 2πn+2πd−2πd = 2πn.

完全类似地, 可以得到

G∗(2π,1)−G∗(0,1) = 2πm.

由于 G 是一个圆同伦, 那么 G|{0}×[0,1] 和 G|{2π}×[0,1] 作为 [0,1] 到 S1 的函数

是完全相同的. 所以 G∗|{0}×[0,1] 和 G∗|{2π}×[0,1] 也是同一个函数的提升. 由定
理 2, 存在整数 b 使得 G∗(2π, t)−G∗(0, t) = 2πb 对任意 t ∈ [0,1] 成立. 于是

G∗(2π,1)−G∗(0,1) = G∗(2π,0)−G∗(0,0).

这就证明了 m = n. 2
习题 1. 设 f : S1→ S1 是个同胚, 那么 deg( f ) = ±1.
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第十八讲 Baire 空间

René-Louis Baire (1874–1932) 是法国数学家. 这一讲的主要内容都源
于他在 1899 年完成的博士学位论文. 他发现了如下重要事实: 如果一个完
备度量空间被表示为可列个闭集的并, 那么其中至少有一个闭集的内部不
空, 即它要包含一个非空开集.

18.1 Baire 空间

定义 1 (空内部集或疏朗集或无处稠密集). 设 A 是拓扑空间 X 的子集,
若 Int(A) = ∅, 就称 A 是空内部的 (或叫疏朗集, 无处稠密集). 这等价于
Cl(X \A) = X, 即 A 的补集在 X 中稠密.

刻画一个集合的大小可以有很多不同的标准, 例如其元素个数, 测度大
小等. 我们可以认为在给定拓扑空间中, 疏朗集是小的, 稠密集是大的. 这
是一种定性的判别标准.

例 1. 有理数集 Q 和无理数集 R \Q 都是 R 中的疏朗集.

定义 2 (第一纲集/第二纲集). 拓扑空间 X 的子集 A 称作 X 中的第一纲集,
如果它包含于具有空内部的 X 的可数个闭子集的并之中. 否则, A 称为 X

中的第二纲集.

第一纲集的补集也叫做剩余集 (residual set), 由开集/闭集, 疏朗集/稠
密集这两对概念的对偶性, 可知剩余集必然包含 X 中可列个开的稠密子集

的交集.
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定义 3 (Baire 空间). 拓扑空间 X 称作是一个 Baire 空间, 如果对它的任意
一个可数闭子集的族 {An}, 如果其中每一个 An 在 X 中都是空内部的, 那么
它们的并集

⋃
n An 在 X 中也是空内部的.

例 2. 有理数空间 Q 不是 Baire 空间, 因为 Q 的单点集是闭集, 并且在 Q
中有空内部. 但是 Q 是它的 (可数个) 单点集的并集, 而 Q 本身是个开集.
注意这里 Q 的拓扑不是作为 R 的子空间拓扑, 所以结论和例 1并不矛盾.

定理 1 (Baire 空间的开集刻画). X 是一个 Baire 空间当且仅当对 X 中开集

的任意可数族 {Un}, 若每一个 Un 在 X 中稠密, 则交集
⋂

n Un 也在 X 中稠

密.

证明. 利用对偶性: 开集 Un 在 X 中稠密当且仅当闭集 An =X \Un 在 X 中

疏朗 (空内部), 而 ∩Un = X \ (∪(An)). 2
上述开集刻画表明 Baire 空间 X 中的剩余集是稠密的, 所以如果 X 有

无限个元素, 则剩余集必有无限个元素. 由此可解决许多存在性问题, 所以
在应用中很重要; 但在证明 Baire 空间本身很多性质时, 似乎定义 3 更方便
些.

此外, 由定义, 在 Baire 空间中, 第一纲集必是空内部的. 我们有如下简
单结论:

定理 2. X 是一个 Baire 空间当且仅当 X 中的任意非空开集都是第二纲集.

证明. 1. 必要性. 设 U 是 Baire 空间 X 的一个非空开集, 它是第一纲集,
即存在可数个疏朗闭集 {Fn}, 使得 U ⊂⋃n Fn. 那么 Int(

⋃
n Fn) 包含 U, 与

Baire 空间的定义矛盾.
2. 充分性. 设 X 不是 Baire 空间, 那么存在可数个疏朗闭集 {Fn}, 使得

U = Int(
⋃

n Fn) 非空. 于是非空开集 U 包含在可数个疏朗闭紧的并集之中,
从而是第一纲集, 与条件矛盾. 2

定理 3. Baire 空间的任意开子空间是一个 Baire 空间.
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证明. 1. 设 X 是 Baire 空间, Y ⊂ X 是个开集. 设 {An} 是 Y 中有空内部的

闭集的一个可数族, 要证明 ∪An 在 Y 中是空内部的.
2. 设 Ān 是 An 在 X 中的闭包, 我们说明 Ān 是 X 中内部空的闭集.
由于 An 是 Y 的闭子集, 成立 Ān∩Y =An. 假设 U 是 X 中的非空开子

集且 U ⊂ Ān, 则 U 与 An 相交 (否则 An ⊂ X \U, 从而 Ān ⊂ X \U, 即 U 与

Ān 不相交), 且 U∩Y ⊂ Ān∩Y =An, 而 An 在 Y 中有空内部, 所以 U∩Y 必

须是空集. 但 U 与 An 相交, 而 An ⊂ Y, 从而 U∩Y , ∅, 矛盾! 所以 U 只能

是空集, 即 Ān 是 X 中内部空的闭集.
3. 若 ∪An 在 Y 中包含一个开集 W, 则由于 Y 是开子空间, W 也是 X

中开集. 从而 (∪Ān) ⊃ (∪An) ⊃W. 但是 X 是 Baire 空间, 从而 ∪Ān 是内部

空的, 那么 W 必是空集! 所以 ∪An 是内部空的. 证毕. 2

18.2 Baire 纲定理

定理 4 (Baire 纲定理). 若 X , ∅ 是一个紧致的豪斯多夫 (Hausdorff) 空间,
或者是一个完备的度量空间, 则 X 是一个 Baire 空间.

证明. 1. 给定 X 的一个可数闭集族 An, 其中每个都是空内部的, 我们要证
明它们的并集在 X 中也是空内部的. 为此, 任意给定 X 的一个非空开子集

U0, 要证 U0 ⊈ ∪nAn. 所以我们必须找到一点 x0, 它属于 U0, 但不属于任何
一个 An. 这就把证明转化为一个存在性的问题. (从这个证明也可窥见为什
么 Baire 定理可用来解决很多困难的存在性问题.)

2. 首先考虑集合 A1. 根据假设, A1 空内部, 从而不包含 U0, 因而可以
找到一点 y ∈ U0 \A1. 由于 A1 是闭集 (从而 U0 \A1 是 y 的开邻域), 而X

是正则的, 可以选取 y 的一个邻域 U1, 使得 Cl(U1) ⊂U0 \A1, 即

Cl(U1)∩A1 = ∅, Cl(U1) ⊂U0.

如果 X 是一个度量空间, 还可以取 U1 充分小使得其直径小于 1.
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3. 一般地,给定非空开集 Un−1,与上一步推理完全相同,可以选取 Un−1

的一个点, 使它不在闭集 An 中. 然后选取这个点的一个邻域 Un, 使得

Cl(Un)∩An = ∅, Cl(Un) ⊂Un−1,

且当 X 是度量空间时, diam(Un) < 1/n.
4. 我们断言 ∩nCl(Un) 非空. 根据这一论断, 若 x ∈ ∩nCl(Un), 则由于

Cl(U1) ⊂ U0, x 属于 U0. 另一方面, 对任意 n, 由于 Cl(Un) 与 An 不交, 所
以 x 不属于任何 An. 定理得证.

5. 先对 X 是紧致 Hausdorff 空间的情形证明 ∩Cl(Un) 非空. 考虑 X 中

非空子集的一个下降序列 Cl(U1) ⊃ Cl(U2) ⊃ · · · , 则族 {Cl(Un)} 满足有限交
性质. 由于 X 紧, ∩Cl(Un) 必然非空.

6. 对于 X 是完备度量空间的情形, 利用下面引理 1. 它是闭区间套定
理的一个推广. (这两步的关键就是完备性. 注意紧性蕴含某种完备性.) 2

引理 1. 设 C1 ⊃ C2 ⊃ · · · 是完备度量空间 X 中的一个非空闭集的下降序列.
若 diam(Cn)→ 0, 则 ∩Cn , ∅.

证明. 对任意 n, 取 xn ∈ Cn. 由于 diam(Cn)→ 0, {xn} 是个 Cauchy 列. 由
X 的完备性, 存在 x ∈ X 使得 limxn = x. 用反证法易证 x ∈ ∩Cn. 2

习题 1. 设 X 是紧致豪斯多夫空间或完备度量空间, Y 是 X 的一个 Gδ 集,
即存在 X 的一族开子集 {Wn} 使得 Y =

⋂
n Wn. 证明: Y 在子空间拓扑下是

一个 Baire 空间.
习题 2. 证明 R 中无理数集是个 Baire 空间.

不难证明下面的推论, 它用起来往往比较方便.

推论 3. 非空的完备的度量空间, 或它的具有非空内部的子集, 都是第二纲
集, 即不能表示为可列个闭的空内部集的并. 换句话说, 如果一个非空的完
备的度量空间是可列个闭集的并集, 则其中至少有一个闭集的内部非空.
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18.3 应用

定理 5 (连续函数列点态收敛极限函数的连续点集的稠密性). 设 X 是一个

拓扑空间, (Y,d) 是一个度量空间. 设 { fn : X→ Y} 是一个连续函数列, 使得
对所有 x ∈ X, 有 fn(x)→ f (x), 其中 f : X→ Y. 如果 X 是一个 Baire 空间,
则使得 f 连续的点构成的集合在 X 中稠密.

证明. 我们知道一致收敛的连续函数列的极限还是连续的. 这里证明的关键
想法是: 点态收敛的连续函数列” 几乎处处”(在稠密意义下) 都是局部一致
收敛的, 即每个点都有它的一个邻域, 函数列在该邻域内一致收敛.

1. 给定正整数 N 和正数 ε > 0, 定义集合

AN(ε) =
⋂

n,m≥N

{x ∈ X : d( fn(x), fm(x)) ≤ ε}.

则 AN(ε) 在 X 中是闭集. 这是因为, 对固定的 m,n, {x : d( fn(x), fm(x)) ≤ ε}
是闭集 (利用 fn, fm 以及 d : Y×Y→R 的连续性, 由于连续映射的复合映射
依旧连续, 则 d( fm(·), fn(·)) 是 X 到 R 的连续函数. 此外参考第六讲定理 4.)
所以 AN 是闭集.

2. 对固定的 ε > 0, 考虑集合列 A1(ε) ⊂ A2(ε) ⊂ · · · . 它们的并集就是 X.
这是因为对任意 x0 ∈ X, 由于 fn(x0)→ f (x0), 所以 { fn(x0)} 是个 Cauchy 列.
从而存在 N 使得 x0 ∈ AN(ε).

这就把 X 分解成了可列个闭集的并集. 由推论 3 可知, 从某个 N 开始,
An(ε)(n ≥N) 的内部就是不空的了.

我们看到, AN(ε) 就是在给定误差标准 ε 时, 让序列 { fn} 中除前 N 个

外余下函数都” 一致收敛” 的点集.
3. 注意 Int(AN(ε)) 是逐渐变大的开集列. 现在记

U(ε) =
⋃

N∈N
Int(AN(ε)),

它是开集. 我们要证明

1) U(ε) 是 X 中稠密集;
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2) 函数 f 在集合

C =U(1)∩U(
1
2

)∩U(
1
3

)∩· · ·

的每一点都连续.

于是, 如果 X 是 Baire 空间, 则利用其开集定义, C 在 X 中稠密, 定理得证.
注意 C 就是使函数列 { fn}” 局部一致收敛” 的点集, 所以第二个结论其实是
容易证明的.

4. 现在证明 U(ε)在 X中稠密,即对于 X的任意非空开集 V, U(ε)∩V ,

∅; 也就是说要证明存在 N, 使得 V∩ Int(AN(ε)) 非空.
为此, 注意对于任意 N, V∩AN(ε) 是 V 中闭集. 根据定理 2, V 是一

个 Baire 空间, 而 ∪(V∩AN(ε)) = V∩X = V 内部不空, 所以至少有一集合,
例如 V∩AM(ε), 它的 (相对于开子空间 V 的) 内部不空. 设 W 是 V 的

非空开子集且 W ⊂ V∩AM(ε), 则 W 也是 X 的开集, 且 W ⊂ AM(ε). 于是
W ⊂ Int(AM(ε)), 又 W ⊂ V, 即我们得到 V∩ Int(AM(ε)) 非空. 稠密性得证.

5. 现在证明, 若 x0 ∈ C, 则 f 在 x0 连续. 给定 ε > 0, 要找 x0 的一个邻

域 W 使得对于 x ∈W, 成立 d( f (x), f (x0)) < ε.

首先, 取 k 使得 1
k ≤

ε
3 . 因为 x0 ∈ C, 所以 x0 ∈U(1

k ). 因此存在自然数 N

使得 x0 ∈ Int(AN(1
k )). 由 fN 的连续性, 可找到 x0 的一个邻域 W̃ 使得

d( fN(x), fN(x0)) < ε/3, ∀x ∈W = W̃∩ Int(AN(
1
k

)).

根据 W ⊂ AN(1
k ), 还成立

d( fn(x), fN(x)) ≤ 1/k, ∀n ≥N,x ∈W.

(即 { fn} 在 W 上一致收敛, 或者说 { fn} 在点 x0” 局部一致收敛”.) 已知
fn(x)→ f (x) 在 Y 中成立, 所以在上式中取 n→∞, 就得到

d( f (x), fN(x)) ≤ 1/k < ε/3, ∀x ∈W.

特别地, 由于 x0 ∈W, 成立

d( f (x0), fN(x0)) ≤ 1/k < ε/3.
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最后, 利用三角不等式和上面的式子, 当 x ∈W 时就有

d( f (x), f (x0)) ≤ d( f (x), fN(x))+d( fN(x), fN(x0))+d( fN(x0), f (x0)) < ε.

证毕. 2
习题 3. 证明如下一致有界原理: 设 X 是个完备度量空间, F 是 C(X,R) (X
上连续函数的集合) 的一个子集, 使得对于任意 a ∈ X, 集合

Fa = { f (a) : f ∈ F }

有界, 则存在 X 的一个非空开集 U, 使得 F 中的函数在 U 上一致有界, 即
存在一个常数 M, 使得对任意 x ∈U 和 f ∈ F , 成立 | f (x)| ≤M.
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习题解答

第一讲

习题 1. 设 X 是一个拓扑空间, A 是 X 的子集. 证明 A 是开集当且仅当对

任意点 x ∈ A, 存在一个开集 U 使得 x ∈U ⊂ A.
必要性: 取 U = A 即可. 充分性: 对任意 x ∈ A, 存在包含 x 的开集

Ux ⊂ A. 于是 A =
⋃

x∈A{x} ⊂
⋃

x∈A Ux ⊂ A. 利用开集的公理, A 是开集.
习题 2.[利用拓扑基判定开集] 设 X 是一个拓扑空间, 其拓扑由一个拓扑基
B 生成. 那么 X 的子集 U 是开集的充分必要条件是对任意 x ∈ U, 存在
Bx ∈ B 使得 x ∈ Bx ⊂U.

必要性: 利用 U 是拓扑基中若干元素的并找到 B. 充分性: 与习题 1 类
似.
习题 3. 对 R2, 证明

1) B1 = {B(x,r) : x ∈ R2,r > 0} 是一个拓扑基. 这里 B(x,r) = {y ∈ R2 :

|y−x| < r};

2) B2 = {(a,b)× (c,d) ⊂R2 : a < b,c < d} 也是一个拓扑基;

3) B1 和 B2 生成 R
2 上同一个拓扑, 称作标准拓扑.

1) 和 2) 按照拓扑基定义直接验证. 3) 设 B1 生成的拓扑为 T . 首先证
B2 中子集都是 T 的开集. 为此, 取定任意方形 U ∈ B2, 对任意点 x ∈U, 由
数学分析知识, 总可以找到包含 x 且在 U 中的开球. 所以根据习题 1, U 是
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T 的开集. 其次, 对 T 中任意开集 V 和任意点 v ∈ V, 由拓扑基性质, 存在
开球 B1 ∈ B1 包含 v, 且 B1 ⊂ V. 可以作 B1 内的包含 v 的方形 B2 ∈ B2 满

足定理 2 的要求. 从而利用定理 2 得证.
习题 4. 证明闭球 B(x,r) = {y ∈ R2 : |y− x| ≤ r} 和闭矩形 {y = (y1, y2) ∈ R2 :

a ≤ y1 ≤ b,c ≤ y2 ≤ d} 是 R2 在标准拓扑下的闭集.
利用定义.

习题 5.R 在有限补拓扑下不是豪斯多夫空间.
设 x, y ∈ R. 若 U 是包含 x 的开集, 则其补集是有限集, 从而不可能有

包含 y 的开集 V, 它与 U 必然相交.
习题 6. 设 d : X×X→R 满足 d(x,x) = 0, 且 x , y 时 d(x, y) = 1. 证明 d 是

X 上度量, 且生成 X 上离散拓扑.
只需证明任何单点集都是开集. 事实上, {x} = B(x, 1

2 ), 所以是开集.
习题 7. 度量空间都是豪斯多夫空间.

对任意不同两点 x, y, 设它们的距离为 l. 利用三角不等式, 球 B(x, l/4)

和 B(y, l/4) 就是所需分离 x, y 的不交开集.

第二讲

习题 1. 设 A 是拓扑空间 X 的子集, 点 x ∈ X. 则 x ∈ Int(A) 的充分必要条

件是存在开集 U ⊂ A 包含 x.
必要性. 取 U = Int(A) 即可. 充分性: 注意根据定义, U ⊂ Int(A), 所以

x ∈ Int(A).
习题 2. 举例说明定理 2 中 3) 和 6) 中等号一般不成立.

略.
习题 3. 证明无理数集在具有标准拓扑的 R 上稠密.

利用 Int(Q) = ∅, 得到 Cl(R \Q) =R \ Int(Q) =R.

习题 4. 确定具有标准拓扑的平面 R2 上点集

S =
{(

x,sin
(1
x

))
∈R2 : 0 < x ≤ 1

}
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的极限点集.
令 S′ = {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1}, 则 S′∪S 就是 S 的极限点集.

习题 5.设 T 是 R的一个子集族,由空集或其补集是可数集的子集组成. 证
明:

1) T 是 R 的一个拓扑 (称作可数补拓扑);

2) 在该拓扑下, 点 0 是 R \ {0} 的一个极限点；

3) 在该拓扑下, R \ {0} 中没有收敛到点 0 的序列.

1)显然 ∅和 R在 T 中. 其次,设 Uk ∈ T ,k = 1,2, · · · ,n. 若 ⋂n
k=1 Uk = ∅,

则满足拓扑定义的要求. 若
⋂n

k=1 Uk , ∅, 则每个 Uk 都不是空集. 利用
R\(⋂n

k=1 Uk)=
⋃n

k=1R\Uk是有限个可数集的并集,从而可数. 所以
⋂n

k=1 Uk

是开集. 再次,设 Uλ ∈ T ,λ ∈Λ. 若每个 Uλ 都是空集,显然它们的并集是空
集, 从而是开集. 若至少有一个 Uλ 不空, 则 R \ (

⋃
λ∈ΛUλ) =

⋂
λ∈Λ(R \Uλ)

是可数集的交集, 自然可数. 于是
⋃
λ∈ΛUλ 是开集.

2) 设 U 是包含 0 的开集, 则 U 必然包含 R \ {0} 中无限个点. 所以 0

是 R \ {0} 的聚点.
3) 设 {xk} 是 R\ {0} 中收敛到 0 的序列, 则 R\ {x1,x2, · · · } 是个开集, 且

包含 0. 但该开集不包含任何序列中的点.
习题 6. 考虑带有限补拓扑的 R, 设 x1,x2, · · · 是其中的一个序列, 且存在常
数 M, 使得同一个点在该序列中重复出现的次数小于 M. (例如取 1,2,3, · · · ,
就是这样的序列.) 那么该序列收敛于 R 中每个点.

设 a ∈ R. 考虑包含 a 的任意开集 U, 则 U 的补集是有限集. 根据对
点列 {xn} 的要求, 它有无限个不同的点. 所以存在 N, 当 n > N 时, 就有
xn ∈U. 即证 xn→ a.
习题 7. 集合 [0,1] ⊂R 在 R 的有限补拓扑下, 它的边界是什么?

R 在有限补拓扑下, 闭集或是 R, 或是有限集. 由于 [0,1] 是无限集, 从
而其闭包是 R. 又 R 在有限补拓扑下, 除空集外的任何开集的补集只含有
限个点, 从而包含在 [0,1] 中的开集只能是空集. 所以 ∂[0,1] =R.
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习题 8. 集合 [0,1] ⊂R 在 R 的离散拓扑下, 它的边界是空集.
在离散拓扑下任何子集都是既开又闭的, 从而边界是空的.

第三讲

习题 1. 设 A 是拓扑空间 X 的子空间, U 是 A 的子集. 证明: 1)U 相对于
A 的闭包就是 U 相对于 X 的闭包与 A 的交集; 2) U 相对于 A 的内部就是

U 相对于 X 的内部与 A 的交集.
记 U 相对于 A 的闭包为 ClA(U), U 相对于 X 的闭包为 Cl(U). 根据

闭包的定义, ClA(U) 是 A 中包含 U 的所有闭集的交集. 注意 Cl(U)∩A 是

A 的闭集, 且包含 U∩A = U, 所以 Cl(U)∩A ⊃ ClA(U). 另一方面, 设 V =

ClA(U)⊃U,则存在 X的闭集 B使得 V =B∩A,从而 B⊃U,即 B⊃Cl(U). 从
而 V ⊃Cl(U)∩A,即得 Cl(U)∩A⊂ClA(U). 这就证明了 Cl(U)∩A=ClA(U).
对于内部的情形可类似证明.
习题 2. 证明: 一个豪斯多夫空间的拓扑子空间仍是豪斯多夫空间.

设 A是豪斯多夫空间 X 的子空间, 对任意 x, y ∈A, 存在 X 的非空不相

交开集 U 和 V 使得 x ∈U, y ∈V. 于是 x ∈A∩U, y ∈A∩V, A∩U 和 A∩V

不相交, 且都是 A 的开子集.
习题 3. 证明: 有理数集 Q 作为具有标准拓扑的 R 的拓扑子空间的拓扑不
是其离散拓扑.

设 x ∈Q, 只要证明 {x} 不是子空间拓扑下的开集. 否则, {x} =Q∩U, U

是 R 的开集. 根据 Q 在 R 的稠密性 (源于 R 的算术性质和序性质), 任意
Q∩U 都包含无限个点, 矛盾.

第四讲

习题 1. 证明: 考虑映射 f : X→ Y, 如果对任意 A ⊂ X, 成立 f (Cl(A)) ⊂
Cl( f (A)), 则 f 连续.
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设 V是 Y中闭集,取 A= f−1(V). 利用 V = f (A)⊂ f (Cl(A))⊂Cl( f (A))=

Cl(V)=V,推出 f (Cl(A))=V. 于是由 A的定义, Cl(A)⊂A,从而 A=Cl(A),
A 是闭集.
习题 2.设 T1,T2 是 X 上两个拓扑, 那么从 (X,T1)到 (X,T2)的恒等映射是

连续的充要条件是 T1 细于 T2.
设 V ∈ T2, 则 id−1(V) = V ∈ T1, 从而 T2 ⊂ T1.

习题 3. 设 X 是拓扑空间, Y 是度量空间, fn : X→ Y 是一致收敛到 f 的连

续映射序列, 且 xn 是 X 中收敛到 x 的点列. 证明: fn(xn) 收敛到 f (x).
由于 d( fn(xn), f (x)) ≤ d( fn(xn), f (xn))+d( f (xn), f (x)), 对于后一项利用 f

的连续性; 对于前一项利用 { fn} 的一致收敛性.

第五讲

习题 1. 证明标准拓扑下 (0,1) ⊂R 与 R 同胚.
作函数 y = tan

(
πx
2

)
及 x = (1+ z)/2.

习题 2. 构造一个 R 到 R2 的嵌入.
作 f :R→R2,x 7→ (x,0).

习题 3. 利用适当的拓扑性质证明 R 和它的子空间 Q 不同胚.
利用集合的势在同胚下不变.

习题 4. 设映射 f : X → Y 是一一映射, 且对 X 的任意子集 A, 均成立
f (Cl(A)) = Cl( f (A)). 证明 f 是同胚.
由 f (Cl(A)) = Cl( f (A)) 和第四讲习题 1, 可知 f 是连续的. 再证 f−1

连续, 即 f 将闭集映为闭集. 设 A 是 X 中闭集, 则 Cl( f (A)) = f (Cl(A)) =

f (A) ⊂ Cl( f (A)), 即 f (A) = Cl( f (A)), 从而 f (A) 闭.

第六讲

习题 1.证明 BX×Y = {U×V : U ∈ BX,V ∈ BY }是生成 TX×Y 的一个拓扑基.
这里 BX 和 BY 分别是 X 和 Y 的拓扑基.
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利用拓扑基定义直接验证.
习题 2. 证明豪斯多夫空间的乘积空间是豪斯多夫空间.

利用定义直接证明.
习题 3. 设 (X,d) 是个度量空间. 证明 d : X×X→R 是连续函数.

设 x,x′ ∈ X, d(x,x′) = r0, 而 (a,b) 是包含 r0 的 R 的非空开区间. 利用
连续映射的局部定义, 只要证明存在 (x,x′) 的在 X×X 中的邻域 U×V, 使
得对任意 (y, y′) ∈U×V, 成立 d(y, y′) ∈ (a,b) 即可.

由于 r0 ∈ (a,b), 存在 ε > 0 使得 (r0− ε,r0+ ε)∩ [0,+∞) ⊂ (a,b). 所以取
U = B(x,ε/4), V = B(x′,ε/4),则对任意 (y, y′) ∈U×V,根据三角不等式,成立
|d(y, y′)−r0| ≤ ε/2,又 d(y, y′)≥ 0,于是 d(y, y′) ∈ (r0−ε/2,r0+ε/2)∩[0,+∞)⊂
(a,b).

另一方面, 根据乘积拓扑定义, 上述 U×V 确实是 (x,x′) 的一个邻域.
习题 4. 设 X,Y,Z 是三个拓扑空间. 证明乘积拓扑空间 (X×Y)×Z 和 X×
(Y×Z) 是拓扑等价的.

(X×Y)×Z 和 X× (Y×Z) 在集合论角度是完全一样的. 现在做映射

f : (X×Y)×Z→ X× (Y×Z), (x, y,z) 7→ (x, y,z).

显然这是一个一一对应. 现证 f 连续, f−1 的连续性类似可证.
考虑分量映射

f1 : (X×Y)×Z→ X, (x, y,z) 7→ x;

f2 : (X×Y)×Z→ Y×Z, (x, y,z) 7→ (y,z).

则对于 X 的任意开集 U, f−1(U) = (U×Y)×Z 是 (X×Y)×Z 的开集. 所以
f1 连续.
对于 f2, 考虑其分量

f21 : (X×Y)×Z→ Y, (x, y,z) 7→ y;

f22 : (X×Y)×Z→ Z, (x, y,z) 7→ z.

不难说明它们都是连续的. 所以由定理 4 就得到 f 的连续性.
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第七讲

习题 1. 设 f : X→ Y 是商映射, U 是 Y 的开子集. 则限制映射 f | f−1(U) :

f−1(U)→U 是商映射.
显然 f | f−1(U) 是满射. 又 f 是连续的, 从而限制映射 f | f−1(U) 也是连续

的. 又设 V 是 f−1(U) 的开子集, 注意 f−1(U) 是开集, 则 V 是 X 的开子集.
于是利用 f 是商映射, f | f−1(U)(V) = f (V) 是 Y 的开集. 注意 f | f−1(U)(V) ⊂U,
所以 f | f−1(U)(V) 是 U 的开子集. 这就证明了限制映射是开映射.
习题 2.设 A⊂X, i : A→X是含入映射,而连续映射 r : X→A满足 r◦ i= idA

是 A 上恒等映射. 这样的映射称为 X 到 A 的收缩映射. 证明: r 是一个商

映射.
显然 r 是个满射. 由 r ◦ i = idA, 若 U 是 A 的子集, 则可以证明等式

r−1(U)∩A = U. 所以若 r−1(U) 是 X 的开子集, 则 U 就是 A 的开子集. 另
一方面, 由 r 的连续性, 就可知 U 是 A 的开子集当且仅当 r−1(U) 是 X 的

开子集. 所以根据定义, r 是商映射.
习题 3. 在 R 上规定等价关系 ∼, 使得 x ∼ y 当且仅当 x− y 是整数. 证明:
R/ ∼� S1.

定义函数 f :R→ S1,x 7→ exp(2
√
−1πx).则 f 是连续的满射. 设 U是 R

的开集. 由于 R 上开集就是若干不相交开区间的并, 所以不妨设 U = (a,b).
若 b− a > 1, 则显然 f (U) = S1 是 (S1 作为 R2 子空间的) 开集. 若 b− a = 1,
则 f (U) 就是 S1 去掉一点 (单点集是闭集), 也是开集. 若 0 < b−a < 1, f (U)

就是 S1 上一段开弧, 不难验证也是开集. 所以 f 是开映射, 从而也是商映
射. 利用定理 9 即可得到结论.

第八讲

习题 1. 证明: 映射 f : X→ Y 连续当且仅当在任意一点 x ∈ X 连续.
证明. 必要性显然. 对于充分性, 若 U 是 Y 中开集, 不妨设 f−1(U) , ∅. 对
于任意一点 x ∈ f−1(U), 考虑 f (x) 的任何一个给定的邻域基, 则存在该邻域
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基中成员 Ux 使得 Ux ⊂ U, 且由 f 在 x 点连续性, 存在 x 的邻域 Vx 使得

x ∈ Vx ⊂ f−1(Ux) ⊂ f−1(U). 于是对 x ∈ f−1(U) 取并集, 得到

f−1(U) ⊂
⋃

x∈ f−1(U)

Vx ⊂
⋃

x∈ f−1(U)

f−1(Ux) ⊂ f−1(U).

这就表明 f−1(U) =
⋃

x∈ f−1(U) Vx, 于是 f−1(U) 是开集. 2
习题 2. 度量拓扑空间都是第一可数空间.

对任意点 x, 开球族 {y ∈X : d(y,x) < 1/n}∞n=1 就是 x 的一个可数邻域基.
习题 3.R 上离散拓扑满足第一可数公理.

回忆带离散拓扑的 R 是度量空间.
习题 4. 带有限补拓扑的实数集 R 不满足第一可数公理

设 {Uk}∞k=1 是点 0 的一个标准可数邻域基, 则 R \Uk 只含有限个点, 于
是 R\ (

⋂∞
k=1 Uk) =

⋃∞
k=1(R\Uk) 只含有可数多个点. 由于 R 是不可数集, 必

有 0 , a ∈⋂∞k=1 Uk, 即对任意 k, a ∈Uk. 现考虑 0 的邻域 U =R\ {a}, 则不存
在 k 使得 Uk ⊂U, 与 {Uk} 是可数邻域基的假设矛盾.
习题 5.n 维欧式空间 Rn 是第二可数空间.

以坐标各分量都是有理数的点为心, 半径为 1/n (n 是自然数) 为半径
的开球全体就是 Rn 的一个可数拓扑基.
习题 6.R 上离散拓扑不满足第二可数公理.

离散拓扑的拓扑基就是单点集的全体构成的集族. 由于 R 不可数, 所
以该空间不满足第二可数公理.
习题 7. 证明第二可数空间必是第一可数空间.

设 B 是第二可数空间 X 的一个可数拓扑基. 对任意点 x ∈ X, 集族
{B ∈ B : x ∈ B} 就是 x 的一个可数邻域集.
习题 8. 证明第二可数空间的子空间和乘积空间都是第二可数空间.

由于全空间的拓扑基限制到子集上就得到拓扑子空间的拓扑基, 所以
第二可数空间的子空间是第二可数空间. 又设 X,Y 是第二可数空间, U 和
V 分别是它们的可数拓扑基. 回忆 {U×V : U ∈U,V ∈ V} 是乘积空间的一
个拓扑基, 它只含有可数个元素. (可数集的乘积集合仍是可数集.)
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第九讲

习题 1. 设 X 是一个豪斯多夫空间, f : X→ X 连续. 证明: f 的不动点构成

的集合是 X 的闭子集.
设 A= {x∈X : f (x)= x},我们证明 B=X\A是开集. 设 y∈B,则 f (y), y,

则存在不相交的开集 U 3 y 和 V 3 f (y). 注意由 f 的连续性, f−1(V) 是包含

y 的开集. 所以 W =U∩ f−1(V) 是包含 y 的开集. 对任意 z ∈W, 则 z ∈U,
且 f (z) ∈V. 由于 U∩V = ∅, 从而 z , f (z). 于是 W ⊂ B. 这就证明了 B 是开

集.
习题 2. 证明 X 是豪斯多夫空间当且仅当对角线 ∆ = {(x,x) ∈ X×X : x ∈ X}
是 X×X 的闭集.

必要性. 记 A = (X×X) \∆, 要证明 A 是开集. 设 (x, y) ∈ A, 则 x , y.
于是存在不交开集 U 3 x, V 3 y. 那么 (x, y) ∈ U×V 且 U×V ⊂ A, 即得 A

是开集.
充分性. 由于 ∆ 是闭集, 则 A 是开集. 若 x , y, 则 (x, y) ∈ A, 所以存在

开集 U 和 V 使得 (x, y) ∈U×V ⊂ A. 这还隐含着 U∩V = ∅.
习题 3. 设 X 正规, 证明对任意两个不相交的闭集 A,B, 存在 A 的邻域 U

和 B 的邻域 V 使得 Cl(U)∩Cl(V) = ∅.
由定理 2,取 U1 =X\B,则存在包含闭集 A的开集 U 使得 Cl(U) ⊂U1;

又对开集 V1 =X\Cl(U),则 V1 ⊃B,于是存在开集 V包含 B使得 Cl(V)⊂V1.
注意 Cl(U)∩Cl(V) = ∅.
习题 4. 证明正规空间的闭子空间正规.

设 Y 是正规空间 X 的闭子空间, A,B 是 Y 的闭子集. 则 A,B 是 X 的

闭子集. 由正规性, 存在分别包含 A,B 的 X 的不相交的开集 U 和 V. 那么
U∩Y 和 V∩Y 也是分别包含 A,B 的 Y 的不相交的开集. 所以 Y 是正规的.

第十讲

习题 1. 若拓扑空间 X 上的连续函数都具有介值性质, 则 X 连通.
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反证法. 利用定理 1 的 5).
习题 2.X 到 Y 的同胚映射诱导 X 和 Y 连通分支之间的同胚. 所以连通分
支个数是拓扑不变量.

设 f : X→ Y 是同胚映射, 而 U 是 Y 的一个连通分支, 则由 f−1 的

连续性, f−1(U) 是 X 的连通子集, 而且若 X 的连通子集 V 包含 f−1(U),
那么 f (V) 是包含 U 的 Y 的连通子集, 于是由 U 的极大性, f (V) = U, 即
V ⊂ f−1(U). 于是 V = f−1(U), 从而 f−1(U) 是 X 的连通分支. 类似地, f 把

X 的一个连通分支映到 Y 的一个连通分支.
习题 3. 取 X = A∪B, 其中

A =
{
(x,sin(

1
x

)) ⊂R2 : x ∈ (0,1]
}
, B = {(0, y) : y ∈ [−1,1]}.

证明: 1)X 是连通的; 2) (0,0) 点不是局部连通的.
注意 A 作为连续映射 T : (0,1]→R2,T(x) = (x,sin(1

x )) 的像集, 由 [0,1]

的连通性, 也是连通的; 且 X = Cl(A), 所以 X 连通.
设 B(0,ε) 是以原点为心, ε 为半径的圆. 那么 O 关于 X 的邻域由

X∩B(0,ε) 得到. 但显然对任意充分小的 ε > 0, 这种邻域都包含无线条分离
的正弦曲线段, 从而不是连通邻域.
习题 4. 证明局部连通性是拓扑性质.

直接利用定理 9即可, 因为那里涉及的连通分支, 开集等都是拓扑性质.
习题 5. 证明闭圆盘 D2 = {(x, y) ∈R2 : x2+ y2 ≤ 1} 连通.

D2 和 I2 同胚.
习题 6. 设 A 是连通空间 X 的闭子集, 且 ∂A 连通. 证明 A 连通.

设 A = B1∪B2, B1,B2 是 A 的不相交的闭子集. 由于 A 是 X 的闭子集,
所以 B1,B2 也是 X 的闭子集, 从而 ∂A ⊂ A, ∂B1 ⊂ B1,∂B2 ⊂ B2.

若 x ∈ ∂A, 则不妨设 x ∈ B1, 那么必有 x ∈ ∂B1. 于是我们证明了 ∂A ⊂
∂B1∪∂B2. 反之, 亦必有 ∂A ⊃ ∂B1∪∂B2. 否则, 不妨设 x ∈ ∂B1 但 x < ∂A.
由于 x ∈ A, 所以 x 只能是 A 的一个内点, 即存在 x 的一个邻域 U, U ⊂ A.
对任意 x 的邻域 V ⊂U, 由于 x ∈ ∂B1, 所以 V 包含 A 中不属于 B1 的点, 即
包含 B2 中的点. 所以可证明 x 也是 B2 的边界点, 从而 ∂B1∩∂B2 非空. 这
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与 B1∩B2 = ∅ 矛盾! 这就证明了 ∂A = ∂B1∪∂B2.
由于 ∂A 连通, 而 ∂B1 和 ∂B2 是不交的闭集, 所以其中之一必是空集.

设 ∂B2 是空集, 则 B2 是 X 的既开又闭的子集. 由于 X 连通, B2 或是空集,
或是 X 本身. 若是后者, 则 A = X, 从而 A 连通; 若是前者, 则根据定义, A

也连通.
记 U 为 ∂A 所在的 A 的连通分支. 若 A 不连通, 则它至少含有另外一

个连通分支 V. 那么由于连通分支都是闭集, ∂V ⊂ V. 但 ∂A 是各连通分支

边界的并集, 不妨设 ∂A ⊂ f−1({1}). 那么 A 的闭子集 f−1({−1}) 将没有边界.
习题 7. 设 X 是一个连通度量空间, 且至少含有两个点. 证明 X 一定包含不

可数个点.
设 a,b ∈X. 作函数 f : X→R,x 7→ d(x,a), 则 f 是连续映射. 由 f (a) = 0,

f (b) > 0, 以及 X 的连通性, 成立介值定理, 即 f 的值域包括 [0, f (b)], 而该
区间是个不可数集. 所以 X 必是不可数集.
习题 8.[一维 Borsuk-Ulam 定理] 设 f : S1 → R 是连续函数. 则存在一点
z ∈ S1 使得 f (z) = f (−z).

令 g(z) = f (z)− f (−z), 则对 z0 ∈ S1, 若 g(z0) = 0, 命题得证. 否则, 不妨
设 g(z0) > 0, 则 g(−z0) = −g(z0) < 0, 利用 S1 的连通性和介值定理即可.

第十一讲

习题 1. 证明: Rn 中的开集是连通的, 当且仅当它是道路连通的.
充分性见定理 1. 必要性. 设 p 是 Rn 中的连通开集 U 中的一点. 记

Cp 是 U 中可与 p 用道路相连的点的集合, Np 是 U 中不能与 p 用道路相连

的点的集合. 它们是 U 的不相交子集. 我们证明它们都是开集. 以 Cp 为例,
注意它不是空集 (至少包含点 p). 那么对 q ∈ Cp, 注意 q ∈U, 所以存在开球
B ⊂U 包含 q. 注意 B 中任何点都可以与 q 用线段连接, 所以 B ⊂ Cp. 于是
Cp 是开集. 利用 U 的连通性, 就有 U = Cp.
习题 2. 一个拓扑空间的道路连通分支的个数是个拓扑不变量.

设 f : X→ Y是同胚, f (x) = y,则 f 将 x所在的道路连通分支 U 映到 y
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所在的道路连通分支 V. (有 f (U) 的道路连通性, f (U) ⊂V; 反之, 考虑 f−1,
则 f−1(V) ⊂U, 即 V ⊂ f (U), 所以 f (U) = V).
习题 3. 道路分支必包含在连通分支中; 但由拓扑正弦曲线, 说明连通分支
未必包含在道路分支内.

道路分支必包含在连通分支中, 是因为道路连通必然连通. 对拓扑正弦
曲线 S, (0,0) 所在的道路分支是它自己, 而连通分支就是 S.
习题 4.[梳子空间] 欧式平面的子集

C=
{
(x1,x2) ∈R2 : x1 = 0 或

1
n
, 其中 n ∈N,x2 ∈ [0,1]

}
∪{(x1,0)∈R2 : x1 ∈ [0,1]}

连通但不局部连通; 道路连通但不局部道路连通.
C道路连通是显然的,所以也连通. 取点 (0, 1

2 )的充分小领域 B((0, 1
2 ),ε)∩

C,该集合由无线条平行线段组成,所以并不连通. 于是 C并非局部连通；当

然更不会局部道路连通.
习题 5. 设 A 是道路连通空间的闭子集, 且 ∂A 道路连通. 证明 A 道路连

通.
设有两个不同的点 a,b ∈ A. 若 a,b ∈ ∂A, 则由 ∂A 的道路连通性, 且

∂A ⊂ A, 它们可以用 A 内道路连结. 现不仿设 a < ∂A. 则 a 是内点. 设
σ 是连结 a,b 的在 X 中的道路, 且假设此道路不全在 A 内. 那么取 t∗ =

sup{t1 : σ([0, t1]) ⊂A}, 则 σ(t∗) ∈ ∂A. 类似可找到 t∗ > t∗ 使得 σ(t∗) ∈ ∂A 且对

t ∈ (t∗,1], σ(t) ∈ A. σ(t∗) 和 σ(t∗) 可以在 ∂A 内连结. 于是将三段道路合并,
就可将 a,b 在 A 内连结.
习题 6.A 是 X 的道路分支, B 是 Y 的道路分支, 则 A×B 是 X×Y 的道路

分支.
首先, A×B 是道路连通的. 设 W 是包含 A×B 的道路连通集, 则由投

影 px : X×Y→X 的连续性, 集 px(W) 是道路连通的, 所以 px(W) ⊂A. 类似
可证明 py(W) ⊂ B. 于是 W ⊂ A×B ⊂W.
习题 7. 设 A,B 都是道路连通空间 X 的开子集, 且 A∪B = X, A∩B 道路连

通. 证明 A,B 均道路连通.
设 a0,a1 ∈A, 则存在 X 中道路 σ : [0,1]→X 连结 a1,a2. 由于 A,B 是开
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集, 则 σ−1(A) 和 σ−1(B) 都是开集. 由于直线上开集就是若干区间的并, 可
以找到 σ−1(A)的包含 0的最大区间 [0, t∗)和包含 1的最大区间 (t∗,1]. 由于
σ−1(A) 和 σ−1(B) 覆盖了 [0,1], [0, t∗) 必然和开集 σ−1(B) 相交. 于是交集中
存在点 t1,使得 σ(t1) ∈A∩B. 类似可找到 t2 ∈ (t∗,1]∩σ−1(B),即 σ(t2) ∈A∩B.
由于 A∩B 道路连通, σ(t1) 和 σ(t2) 可以用 A∩B 中道路连结. 把这道路与
σ([0, t1)σ((t1,1]) 合并, 就得到在 A 内连结 a0,a1 的道路. 所以 A 道路连通.
类似可证 B 道路连通.
习题 8. 设 X 是带可数补拓扑的实数集 R, 而 f : [0,1]→ X 是连续映射. 若
f (t) = x, 证明 f 在 t 的某个邻域上恒等于 x. 进一步证明 X 的每个道路连

通分支都是单点集.
设 [0,1] 中序列 tn 收敛到 t, 且 f (tn) , x. 注意到由 f 的连续性, f (tn)

当在 X 中收敛到 x. 但是根据有限补拓扑的定义, 取 x 的领邻域 X \ { f (tn) :

n ∈N}, 可知 f (tn) 在 X 中并不收敛到 x. 矛盾！所以 f 在 t 的某个邻域上

恒等于 x. 又 f−1(x) 是闭集, 由 [0,1] 的连通性, f (t) ≡ x. 所以 X 的每个道

路连通分支都是单点集.
我们顺便注意到 X 是连通的.

第十二讲

习题 1. 证明: A 是 X 的紧子集的充要条件是 A 在 X 中的任何开覆盖都有

有限子覆盖.
用定义即可.

习题 2. 局部紧空间的闭子集是局部紧的.
设 X 是局部紧空间, A ⊂ X 是闭集. 设 a ∈ A, U 是包含 a 的一个 X 中

的邻域且 U ⊂ C, C 是紧集. 则 U∩A 是 a 在 A 中的一个邻域. 我们证明
C∩A 是 A 的紧子集.
设 {Wα} 是 X 的开集族, {Wα∩A} 是 C∩A 的开覆盖. 则 {X\A}∪ {Wα}

构成 C = (C \A)∪ (C∩A) 的开覆盖, 所以存在有限子覆盖, 那么 C∩A 也有

有限子覆盖, 其紧性得证.
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习题 3. 作为 R 的子空间的有理数集 Q 不是局部紧的.
设 x 是有理数, x ∈ (a,b) ⊂R 且 U 是包含 (a,b)∩Q 的一个有理数集的

子集. 要证明 U ⊂ Q 不是 Q 的紧子集. 事实上, 任取 (a,b) 中无理数 y, 则
{(−∞, y− 1

n ), (y+ 1
n ,+∞)}n∈N 构成 U 的一个开覆盖, 但它没有有限子覆盖.

(否则, 存在 m,n 使得 (−∞, y− 1
m )∪ (y+ 1

n ,+∞) ⊃ (a,b)∩Q, 利用有理数在 y

的邻域中的稠密性, 这不可能!)
习题 4. 证明从 [0,1] 到 [0,1]× [0,1] 的任何连续满射都不是单射.

否则, 由定理 8, [0,1] 和 [0,1]× [0,1] 同胚; 而 [0,1] 挖掉一个内点后不

连通, [0,1]× [0,1] 挖去一点后仍连通, 所以它们不可能同胚.
习题 5. 设 A 是紧致空间 X 的一个包含无穷多个点的子集. 证明: A 必有

聚点.
反证法. 设 A 没有聚点, 则对任意点 x ∈X, 存在一个邻域 Ux 使得它至

多与有限个 A 中的点相交. 注意到 {Ux : x ∈X} 构成 X 的一个开覆盖. 所以
根据 X 的紧性, 其中有限个就可以覆盖 X, 从而覆盖 A, 于是 A 至多含有有

限个点.

第十三讲

习题 1. 证明: 序列紧空间的闭子空间是序列紧的; 序列紧空间的连续像是
序列紧的.

在序列紧空间 X 的闭子空间 A 中任取点列 {xn}, 由 {xn} ⊂X, 它存在子
列 {xn j} 收敛到某点 x ∈ X. 如果 x < A, 则由定义, x 就是 A 的一个极限点,
从而由 A 是闭子集, x ∈ A, 矛盾! 所以 x ∈ A. 所以 A 序列紧.

设 f : X→ Y 连续. 对 {yn} ∈ f (X), 存在 xn ∈X 使得 f (xn) = yn. 所以有
子列 xn j 收敛到 x ∈ X. 于是根据 f 的连续性, f (xn j) 收敛到 f (x) ∈ f (X). 于
是 f (X) 序列紧.
习题 2. 证明: 可数紧空间的闭子集是可数紧的.

证明方法与紧性情形类似.
习题 3. 第二可数空间是 Lindelöf 空间.
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设 X 是第二可数空间, {Uα} 是 X 的一个开覆盖. 我们要找它的一个可
数子覆盖. 对任意 x ∈ X, 存在 Ux ∈ {Uα} 使得 x ∈ Ux. 这样得到了 {Uα} 的
一个子覆盖. 设 B 是 X 的一个可数拓扑基. 注意对每个 Ux, 都存在拓扑基
中的某个元素 Bx 包含 x 且 Bx ⊂Ux. 注意 {Bx} 构成 X 的一个可数开覆盖,
记为 {Bn}n∈N. 那么包含 Bn 的相应的 Un 的集合就是 {Uα} 的一个可数子覆
盖.

第十四讲

习题 1. 考虑定义在 [0,1] 上的所有连续函数构成的空间 C([0,1]), 在其上定
义度量

d( f , g) =max{| f (x)− g(x)| : x ∈ [0,1]}.

证明这个空间不紧致.
C([0,1]) 在上述度量下是完备的, 因为连续函数列按该度量收敛就是一

致收敛, 而连续函数列的一致收敛的极限是连续函数.
C([0,1]) 不是完全有界的. 它不能包含在有限个半径为 1 的球内. 否则,

C([0,1]) 上函数必须一致有界. 这显然不成立.
习题 2. 证明紧致度量空间可分.

紧致度量空间是完全有界的, 所以对 n ∈N, 存在 1
n -网, 相应球心记为

xk
n,k = 1, · · · ,mn. 对所有 n, 这些球心的并集是个可数集, 它是稠密的.
习题 3.[一致连续性] 设 X = (X,d) 和 Y = (Y,d′) 是度量空间, f : X→ Y 是

映射. 如果对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得当 x1,x2 ∈ X, d(x1,x2) < δ 时,
有 d′( f (x1), f (x2)) < ε, 则称 f 是一致连续的. 证明: 若 X 是紧度量空间,
f : X→ Y 连续, 则 f 一致连续.
反证法. 假设存在 ε > 0,使得对任意 n> 0,存在 xn,x′n ∈X,且 d(xn,x′n)<

1/n,但 d′( f (xn), f (x′n))≥ ε. 利用 X的序列紧性, {xn}和 {x′n}分别有子列 {xni}
和 {x′ni

} 分别收敛到 x 和 x′. 根据条件, x = x′. 再由 f 的连续性, f (xni)→
f (x), f (x′ni

)→ f (x′) = f (x), 于是 d′( f (xn), f (x′n))→ 0, 与 d′( f (xn), f (x′n)) ≥ ε
矛盾.
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第十五讲

习题 1. 记 p = (−1,0), q = (1,0), C1 = {x ∈ R2 : |x− q| = 1}, C−1 = {x ∈ R2 :

|x− p| = 1}. R2 的拓扑子空间 C−1∪C1 称作 8 字形空间, 记作 S1∨S1. 则
S1∨S1 是 R2 \ {p,q} 的强形变收缩核.

首先将 R2 强形变收缩到闭圆盘 B(O,4), 再将每个闭圆盘 C±1 强形变

收缩到 C±1; 最后将剩下的空间强形变收缩到 S1∨S1.
习题 2. 设 f , g : X→ Sn 是连续映射, f (x) 和 g(x) 恒不成为对径点, 即不存
在 x ∈ X 使得 f (x) = −g(x). 证明: f 和 g 同伦.

做同伦 H(x, t) = t f (x)+(1−t)g(x)
|t f (x)+(1−t)g(x)| , 由条件, 其分母不为零, 所以是连续的.

习题 3. 设 f : X→ Sn 是非满的连续映射. 证明: f 零伦.
设 P 不在 f (X) 中, 作 g(x) = −P. 由于 g(x) , − f (x), 则由上一题, f , g

同伦.
习题 4. 设 f : Sn→ X (n ≥ 1) 是连续映射. 证明下列陈述等价:

1) f 零伦;

2) f 可扩张成连续映射 f̄ : Dn+1→ X;

3) f 相对于 1̄ ∈ Sn 零伦, 其中 1̄ = (1,0, · · · ,0).

若 f 零伦, 则该同伦就是一个所需的连续扩张; 反之, 连续扩张也就是
一个零伦. 1) 和 3) 的等价性可用上一习题结论.
习题 5. 证明可缩空间必道路连通.

设 X是可缩空间,则 1X 与常值映射 c同伦. 设 c(x)= x0,同伦为 H(x, t).
则对任意 x1 ∈ X, 作道路 g(t) = H(x1, t), 则 g(0) = x1, g(1) = x0. 所以任意点
均可与 x0 道路连结, 于是 X 道路连通.
习题 6. 证明可缩空间的收缩核是可缩空间.

设 H(x, t) 是可缩空间 X 上恒等映射与常值映射间的同伦, A 是收缩核,
r 是收缩映射, 则 r(H(x, t)) 就是 A 上恒等映射与常值映射间的同伦.
习题 7. 证明: 豪斯多夫空间的收缩核必是闭子集.
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设 x < A, 由于 r(x) ∈ A, 所以 r(x) , x. 由于 X 是豪斯多夫空间, 存在不
交开集 U1 包含 x, U2 包含 r(x). 由 r 的连续性, 存在开集 V1 ⊂ U1 包含 x

使得 r(V1) ⊂U2. 我们说明 V1 与 A不交,则 A是闭集. 否则,设 y ∈V1∩A,
则 y = r(y) ∈U2. 于是 U2∩U1 不空, 与前面假设矛盾

第十六讲

习题 1. 设 F : S1× [a,b]→ S1 是连续映射. 对 r ∈ [a,b], 记 Fr : S1→ S1 是由

Fr(θ) = F(θ,r) 确定的圆函数. 那么 deg(Fr) 与 r 无关.
设 deg(Fa) =m, deg(Fb) = n, 则由同伦的传递性, 注意到 Fa 和 Fb 同伦,

则 cm 与 cn 同伦. 所以 m = n.
习题 2. 如果圆函数 f 的度不是零, 则 f 必是满射.

用圆周上点的幅角代表该点. 若 f 不是满射, 则通过旋转 (重新取极坐
标), 不妨设 0 < f (S1). 设 f (0) = θ0, θ0 ∈ (0,2π). 由于 f (2π) 要和 f (0) 代表

圆周上同一点, 必须要成立 f (2π) = f (0); 否则, f (2π)− f (0) = 2kπ, k 是非零

整数 (不妨设 k > 0). 那么由介值性质, 必然存在 θ ∈ [0,2π] 使得 f (θ) = 2π;
注意 2π 代表的点与 0 代表的点相同, 所以与 f 值域不包含 0 矛盾.

作连续映射 H : [0,2π]× [0,1]→ S1 如下: H(θ, t) = t f (θ), 则 H(0, t) =

t f (0) = H(2π, t) = t f (2π) 对 t ∈ [0,1] 都成立. 所以 H 是 S1 中连接 f (θ) 与

常值映射 c0(θ) = 0 的同伦. [我们要保证对任意 t > 0, H(0, t) 和 H(2π, t) 代

表 S1 上同一点, 即 f (2π) = f (0); 否则, 若 f (2π)− f (0) = 2kπ), 那么 H(0, t)

和 H(2π, t) 是圆周上不同点, 所以根本不是到圆周上映射, 更不是同伦. 这
也是理解圆函数同伦的关键.] 所以 f 零伦.
习题 3. 证明 R2 到 S1 的收缩不存在.

注意 R2 可缩缩到 D2.
习题 4. 证明单连通是一种伦型不变性, 从而也是拓扑性质.

设 Y 单连通, X 与 Y 同伦, 同伦映射为 h. 设 f : S1→X, 则 h f : S1→ Y

是零伦的. 设 g 为 h 的同伦逆, 则 f ' gh f , 同伦于 S1 到 X 的常值映射.
习题 5. 证明单连通空间的收缩核也是单连通的.
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设 A 是 X 的收缩核, i 是包含映射, r 是收缩映射. 对 f : S1→ A, i◦ f

同伦于 S1→ X 的常值映射, 所以 f = r◦ (i◦ f ) 同伦于 S1 到 A 的常值映射.
习题 6. 证明单连通空间的乘积拓扑空间是单连通的.

设 f : S1→ X×Y, 则 πx ◦ f : S1→ X 和 πy ◦ f : S1→ Y 都是零伦的. 记
其同伦映射分别为 Hx(θ, t) 和 Hy(θ, t), 那么 (Hx(θ, t),Hy(θ, t)) 就是连接 f

和常值映射的同伦.
习题 7. 证明: X×Y 是单连通的, 当且仅当 X,Y 都是单连通的.

只需再证必要性. 设 f : S1→ X, 则 g(θ) = ( f (θ), y0) : S1→ X×Y. 由于
X×Y 是单连通的, 则 g 零伦, 所以 f 也零伦.
习题 8. 证明: 拓扑空间 X 是单连通的, 当且仅当任一连续映射 f : S1→ X

都可以延拓为一个连续映射 F : D→ X, 其中 D 是平面上单位圆盘.
充分性. 设 f 可以扩张为连续映射 F : D→ X, 取 D 的极坐标表示, 则

H(θ,r) = F(r,θ) : S1→ X 就是连接常值映射 F(0,θ) 及 f (θ) = F(1,θ) 的同伦,
所以 f 零伦, 从而 X 单连通.

必要性. X 是单连通的, 则任意连续映射 f : S1→ X 都同伦于一个常值

映射. 设此同伦为 H(θ,r), r ∈ [0,1],则 F(r,θ) =H(θ,r)就给出了所要的 f 的

开拓.

第十七讲

习题 1. 设 f : S1→ S1 是个同胚, 那么 deg( f ) = ±1.
设 f 同伦于 cm, f−1 同伦于 cn, 则因为 f ◦ f−1 = 1S1 , 所以 cm ◦ cn 同

伦于恒等映射, 即 cm+n 同伦于恒等映射, 所以 mn = 1. 由于 m,n ∈Z, 得到
m = ±1.

第十八讲

习题 1. 设 X 是紧致豪斯多夫空间或完备度量空间, Y 是 X 的一个 Gδ 集,
即存在 X 的一族开子集 {Wn} 使得 Y =

⋂
n Wn. 证明: Y 在子空间拓扑下是
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一个 Baire 空间.
设 {Bn}n≥1 是 Y 中一族疏朗闭集 (空内部的闭集), 要证明 ∪Bn 在 Y 中

依旧是空内部的, 即对于 Y 中任意开集 (表示为 U0∩V, 其中 U0 是 X 的开

集),都存在点 x不包含在任意 Bn 中. 现在要找 X 中一列开集 {Un}n≥1 使得

Un∩Y , ∅, Cl(Un) ⊂Un−1, Cl(Un)∩Cl(Bn) = ∅, Cl(Un) ⊂Wn,

且如果 X 是完备度量空间, 还要求 diamUn < 1/n. 如果这样的 {Un} 存在,
则若 X 是紧致豪斯多夫空间, 由 {Un} 满足有限交性质得出

⋂
Un 不空; 若

X 是完备度量空间, 则有完备性得到
⋂

Un 不空. 所以若 x ∈⋂Un ⊂
⋂

Wn,
则 x ∈U0∩Y, 且 x <

⋂
Bn. 这就可以证明结论.

下面构造 Un. 由于 B1 内部空, 所以存在 x0 ∈ U0∩Y 使得 x0 < B1. 注
意 B1 是 Y 的闭集, 所以 B1 = Cl(B1)∩Y. 由 x0 < B1, 必有 x0 < Cl(B1). 注意
Cl(B1) 是紧致豪斯多夫空间 (从而是正则空间) 的闭集, 所以可找到 X 的开

子集 U1 使得 x0 ∈U1 ⊂Cl(U1) ⊂U0∩W1 且 Cl(U1)∩Cl(B1) = ∅. 若 X 是度

量空间, 还可要求 diam(U1) < 1. 注意到 x0 ∈ Y, 所以我们还有 U1∩Y , ∅.
由于 B2 内部空, 所以存在 x1 ∈U1∩Y 使得 x1 < B2. 注意 B2 是 Y 的闭

集, 所以 B2 = Cl(B2)∩Y. 由 x1 < B2, 必有 x1 < Cl(B2). 注意 Cl(B2) 是紧致

豪斯多夫空间 (从而是正则空间) 的闭集, 所以可找到 X 的开子集 U2 使得

x1 ∈U2 ⊂ Cl(U2) ⊂U1∩W2 且 Cl(U2)∩Cl(B2) = ∅. 若 X 是度量空间, 还可
要求 diam(U2) < 1/2. 注意到 x1 ∈ Y, 所以我们还有 U2∩Y , ∅.

依次类推就可以得到 {Un}.
习题 2. 证明 R 中无理数集是个 Baire 空间.

注意 R \Q =⋂r∈QR \ {r} 是个 Gδ 集, 利用上面习题结论即得.
习题 3. 证明如下一致有界原理: 设 X 是个完备度量空间, F 是 C(X,R) (X
上连续函数的集合) 的一个子集, 使得对于任意 a ∈ X, 集合

Fa = { f (a) : f ∈ F }

有界, 则存在 X 的一个非空开集 U, 使得 F 中的函数在 U 上一致有界, 即
存在一个常数 M, 使得对任意 x ∈U 和 f ∈ F , 成立 | f (x)| ≤M.
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令 AN = {x ∈ X :对所有 f ∈ F , 成立 | f (x)| ≤N, }. 那么 AN =
⋂

f∈F{x :

| f (x)| ≤N} 是任意个闭集的交集, 所以还是闭集. 此外, 根据题目条件, 成立
X =
⋃

N∈NAN. 由于 X 是 Baire 空间, {AN} 中至少有一个内部是不空的, 不
妨设 Int(AM) 不空. 所以在开集 Int(AM) 上对任意 f ∈ F 都成立 | f (x)| ≤M.
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