
线性非齐次方程



形如

的方程称为一阶线性方程, 其中 和 在 上连续. 

0q当 时, 方程(2.18)称为线性非齐次方程. 

时, 方程(2.18)简称为线性齐次方程.  它

有通解
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下面求解该方程.设
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是线性非齐次方程(2.18)的解, 其中 是待定函数. 

代入方程(2.18)化简后有

(2.20)
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积分即得

(2.21)

是任意常数.将(2.21)代入(2.19) 即得线性非齐次方程

的通解
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两边对

其中



注2：通解公式(2.22)由两项的和组成, 一项是相应的线

性齐次方程通解(2.7), 另一项是线性非齐次方程的特解

因此得到线性非齐次方程的通解结构：

线性非齐次方程的通解等于相应线性齐次方程的通解与线性

非齐次方程的一个特解之和. 

注1：这种将线性齐次方程通解中的任意常数变易为

待定函数, 从而求出线性非齐次方程通解的方法, 称为

常数变易法. 常数变易法本质上也是一种变量替换。
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解1: 首先求相应线性齐次方程

的通解: 
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不难验证, 满足方程(2.18)满足初始条件 的解为

公式(2.22)和(2.23)都称为常数变易公式.

(2.23)
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利用常数变易法求原方程的通解. 令
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代入原方程后化简得

两边积分有
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于是原方程的通解为

其中 为任意常数.

, 
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解2：直接利用常数变易公式(2.22)来求解. 此时
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把它们代入公式(2.22), 即得通解
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解: 显然这个方程关于 是非线性, 也不能变量分离. 但把

的函数有
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例2.6 求出方程 的通解.

0y 也是原方程的特解, 显然它不包含在通解之中.注意, 
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的线性方程, 取 ，则它的通解为

.

这是关于

它是原方程的隐式通解.
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令 , 则原方程为线性方程: 

它是可积的，利用常数变易法即可求解.

上连续.
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有些方程本来不是线性方程,但通过变量替换可以化为

线性方程,例如

伯努利(Bernoulli)方程:

其中 和 在

(2.24)
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得到为了求解方程(2.24), 方程的两边同除以

0n .0y时, Bernoulli方程(2.24)还有解注意:当
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作变换 , 则 , 代入上式有
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这是线性方程. 取
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它的通解为
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回代原变量, 得到原方程的通解: 

.0y此外, 还有特解



注：一般情况下Riccati方程是不可积的. 只是在某些特

殊情况下, 才可以求出它的通解. 我们有下述结论: 

如果已知Riccati方程(2.25)的一个特解, 则它是可积的.
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5. Riccati方程

形如 (2.25)

, 且 , 和

是在 上连续的已知函数.

的方程称为Riccati方程, 其中

222223 , yxyxyxyyx 例如 都是Riccati方程. 
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设已知方程(2.25)的一个特解为 , 则令
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代入方程(2.25)得
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这是 时的Bernoulli方程, 只要求它的非零解即得原方

程除特解 以外的解. 
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xxy p )(解: 这是Riccati方程. 易知 是它的一个特解. 
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解此线性方程, 取
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, 代入方程(2.26), 有作变换
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代入原方程, 化简后可得

(2.26)

于是作变换



注：本节用初等积分法可求解的方程都必须首先认定自变

量和未知函数, 然后根据方程类型求解. 这是本节求解方法

的特点. 
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回代变量得原方程的通解为

特解 不包含在以上通解中.


